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Capitulo

Analisis de
regresion multiple:
el problema

de la inferencia

En este capitulo, continuacion del 5, se amplian las ideds desarrolladas sobre estimacion por
intervalos y pruebas de hipdtesis a modelos con tres o mas variables. Aunque en muchas formas
los conceptos del capitulo 5 se aplican dir€ctamente al modelo de regresion multiple, estos mo-
delos poseen algunas caracteristicasjadicionales unicas y, por tanto, recibiran mas atencion.

8.1 Una vez mas, el supuesto de no¥malidad

Como ya sabemos, si.el unico objetivo es la estimacion puntual de los parametros de los modelos
de regresion, basta el método de minimos cuadrados ordinarios (MCO), que no hace supues-
tos sobre la distribucion de probabilidad de las perturbaciones ;. Sin embargo, si el objetivo no
solo es la €stimacion sino ademas la inferencia, entonces, como vimos en los capitulos 4 y 5,
debemos suponer que las u; siguen alguna distribucion de probabilidad.

Por las.razones ya expresadas, supusimos que las #; seguian la distribucién normal con media
ceto y varianza constante o>. Se mantiene el mismo supuesto para los modelos de regresion
multiple. Con el supuesto de normalidad y el analisis de los capitulos 4 y 7 se halla que los
estimadores de MCO de los coeficientes de regresion parcial, idénticos a los estimadores de
maxima verosimilitud (MV), son los mejores estimadores lineales insesgados (MELI)." Ademas,
los estimadores B, B3 y B estan, ellos mismos, normalmente distribuidos con medias iguales
a los verdaderos B, B3y B1,y con las varianzas dadas en el capitulo 7. Ademas, (n — 3)62 /0>
sigue la distribuciéon x? con n — 3 gl, y los tres estimadores de MCO estan distribuidos inde-
pendientemente de 62. Las pruebas son similares a las del caso de dos variables estudiado en el
apéndice 3A, seccion 3A. Como resultado y a partir del capitulo 5, se puede demostrar que, al

TCon el supuesto de normalidad, los estimadores de MCO ﬁz, ﬁg y B1 son de varianza minima en toda

la clase de estimadores insesgados, sean lineales o no. En resumen, son MEI (mejores estimadores insesga-
dos). Véase C.R. Rao, Linear Statistical Inference and Its Applications, John Wiley & Sons, Nueva York, 1965,
p. 258.
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reemplazar o2 por su estimador insesgado 62 en el calculo de los errores estandar, cada una de
las siguientes variables

B — B
= - 8.1.1
ee(B1) ( )
(=P P (8.1.2)
ee(B2)
B — Bs
t = _ 8.1.3
ee(B3) ( )

sigue la distribucioén # con n — 3 gl.

Observe que los gl son ahora n — 3 porque, al calcular Y_ #? y, por consiguiente, 62, se ne-
cesita primero estimar los tres coeficientes de regresion parcial, lo cual impone por tanto tres
restricciones sobre la suma de cuadrados residual (SCR) (segun €sta logica, en el caso de cua-
tro variables habra n — 4 gl, y asi sucesivamente). Por consiguiente, la distribucion 7 sirve para
establecer intervalos de confianza y para probar hipdtesis estadisticas sobre los verdaderos
coeficientes de regresion parcial poblacionales. De modorsimilar, con la distribucién x? se prue-
ban hipétesis sobre el verdadero o2, Para demostrar el mecanismo real utilizaremos el siguiente
ejemplo ilustrativo.

EJEMPLO 8.1

De nuevo, el ejem-
plo de la mortalidad
infantil

En el capitulo 7 efectuamos la regresién della mortalidad infantil (MI) sobre el PIB per cdpita
(PIBPC) y la tasa de alfabetizacién de las.mujeres (TAM) para una muestra de 64 paises. Los re-
sultados de la regresion de (7.6.2) se reproducen a continuacién, con informacion adicional:

Mii=263.6416 — 0.0056 PIBPC, — 2.2316 TAM;
ee= (11.5932)  (0.0019) (0.2099)
t=(22.7411) (£2:8187) (~10.6293) (8.1.4)
valor p = (0.0000)”" (0.0065) (0.0000)"

R2=0.7077 R? =0.6981

donde " denota un valor extremadamente bajo.

En la ecuacidn, (8.1.4) seguimos el formato que se presentd en la ecuacién (5.11.1), donde
las cifras en el primer conjunto de paréntesis son los errores estandar estimados, las del segundo
conjunte’son les.valores t segun la hipétesis nula de que el coeficiente de la poblacién relevante
tiene un.valonde cero, y los del tercer conjunto son los valores p estimados. También se dan los
valdres R?y.R? ajustada. Ya interpretamos esta regresion en el ejemplo 7.1.

;Y lajsignificancia estadistica de los resultados observados? Considere por ejemplo el coefi-
ciente-del PIBPC (—0.0056). ;Es estadisticamente significativo este coeficiente, es decir, es esta-
disticamente diferente de cero? Asimismo, ;es estadisticamente significativo el coeficiente de la
TAM de —2.2316? ;Ambos coeficientes son estadisticamente significativos? Para responder ésta
y otras preguntas relacionadas, primero consideremos las clases de pruebas de hipétesis que se
pueden encontrar en el contexto del modelo de regresion multiple.

8.2 Pruebas de hipétesis en regresion multiple:

comentarios generales

Una vez fuera del mundo simple del modelo de regresion lineal con dos variables, las pruebas de
hipétesis adquieren diversas e interesantes formas, como las siguientes:

1. Pruebas de hipotesis sobre un coeficiente de regresion parcial individual (seccion 8.3).

2. Pruebas de significancia global del modelo de regresion multiple estimado, es decir, ver si
todos los coeficientes de pendiente parciales son iguales a cero al mismo tiempo (seccion
8.4).
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3. Pruebas de que dos o mas coeficientes son iguales a otro (seccion 8.5).

4. Pruebas de que los coeficientes de regresion parcial satisfacen ciertas restricciones (seccion
8.6).

5. Pruebas de la estabilidad del modelo de regresion estimado a través del tiempo o en diferentes
unidades de corte transversal (seccion 8.7).

6. Pruebas sobre la forma funcional de los modelos de regresion (seccion 8.8).

Como el uso de este tipo de pruebas es tan frecuente en el analisis empirico, dedicamos una
secciodn a cada tipo.

8.3 Pruebas de hipotesis sobre coeficientes de
regresion individuales

Con el supuesto que u; ~ N(0, o?), entonces, como se observé en la seccion 8.1, podemos utilizar
la prueba ¢ para demostrar una hipoétesis sobre cualquier coeficiente'de regresion parcial indivi-
dual. Para ilustrar el procedimiento considere la regresion-sobre lamortalidad infantil (8.1.4).
Postulemos que

Hy: =0 y 7Hpip#0

La hipotesis nula establece que, al mantener constante X3 (la tasa de alfabetizacion de las mu-
jeres), X, (PIBPC) no tiene influencia (lineal)'sobre.Y (la mortalidad infantil).> Para probar la
hipotesis nula se utiliza la prueba 7 dada en (8.1.2). Segun el capitulo 5, si el valor de ¢ calculado
excede el valor de ¢ critico en el nivel de significancia escogido, se rechaza la hipotesis nula; de
lo contrario, no se puede rechazar. Para €lejemplo ilustrativo, con (8.1.2) y la advertencia de que
B> = 0 con la hipotesis nula, tenemes
—0.0056
= 0.0000 = 2.8187 (8.3.1)

como se muestra enda ecuacion (8.1.4).

Note que tenemos 64 observaciones. Por tanto, los grados de libertad en este ejemplo son 61
(¢por qué?). Si se consulta la tabla ¢, en el apéndice D, no contamos con los datos correspon-
dientes a lps-61 gl. Lo mas cercano que tenemos es para 60 gl. Si utilizamos esa informacién y
suponemos «, elnivel de significancia (es decir, la probabilidad de cometer un error de tipo I) de
5%, el'valor-eritico ¢ es 2.0 para una prueba de dos colas (busque t,/, para 60 gl), 0 1.671 para la
prueba-de una cola (busque t, para 60 gl).

Para“este ejemplo, la hipdtesis alterna es bilateral. Por consiguiente, utilizamos el valor ¢ de
dos colas. Como el valor ¢ calculado de 2.8187 (en términos absolutos) excede el valor critico ¢
de 2, rechazamos la hipdtesis nula de que el PIBPC no tiene ningtin efecto sobre la mortalidad
infantil. En términos mas positivos, si se mantiene constante la tasa de alfabetizacion de las mu-
jeres, el PIB per capita tiene un efecto significativo (negativo) sobre la mortalidad infantil, como
se esperaria a priori. De forma grafica, la situacion es la de la figura 8.1.

En la practica, no se tiene que suponer un valor particular de « para llevar a cabo la prueba de
hipotesis. Tan s6lo se emplea el valor p dado en (8.1.4), que en el caso actual es de 0.0065. La
interpretacion de este valor p (es decir, el nivel exacto de significancia) es que si la hipdtesis nula
fuese verdadera, la probabilidad de obtener un valor ¢ igual a 2.8187 o mayor (en términos ab-
solutos) seria de so6lo 0.0065 o 0.65%, que de hecho es una probabilidad pequefia, mucho menor
que el valor artificialmente adoptado de o = 5%.

2En la mayoria de las investigaciones empiricas, la hipétesis nula se plantea de esta forma, es decir, tomando
la posicién extrema (una especie de espantapéjaros) de que no hay relacion entre la variable dependiente

y la variable explicativa en consideracién. La idea aqui, para empezar, es encontrar si la relaciéon entre las dos
es trivial.
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FIGURA 8.1
Intervalo de confianza a
95% para ¢ (60 gl).
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Este ejemplo es una oportunidad para decidir si deseamos utilizar la prueba ¢ de una o dos
colas. Como, a priori, se espera que la mortalidad infantil y el PIB per edpita estén negativamente
relacionados (¢por qué?), se debe utilizar la prueba de una cola\ Es decir, las hipdtesis nula y
alterna deben ser:

Hy: <0 y Hi By >0

Como el lector ya sabe, podemos rechazar la hipotesis nulacon base en la prueba ¢ de una cola,
en este caso. Si rechazamos la hipotesis nula en\una prueba bilateral, contaremos con pruebas
suficientes para rechazar el escenario unilateral siempre que el estadistico esté en la misma di-
reccion que la prueba.

En el capitulo 5 se observd una conexion muy estrecha entre las pruebas de hipotesis y la
estimacion por intervalos de confianza. Para este ejemplo, el intervalo a 95% de confianza para
B es

BrNtupee(Ba) < Bo < Bo + tupce ()

que para este ejemplo se.convierte en

—0.0056 — 2(0.0020) < B,

IA

—0.0056 + 2(0.0020)
es decir,

—0.0096 < B,

IA

—0.0016 (8.3.2)

o seajel intervalo de —0.0096 a —0.0016 incluye al verdadero coeficiente 8, con un coeficiente
de.confianza de 95%. Por tanto, si se seleccionan 100 muestras de tamafio 64 y se forman 100
intervalos de confianza como el (8.3.2), esperamos que 95 de ellos contengan al verdadero pa-
rametro de poblacion S8,. Como el intervalo (8.3.2) no incluye el valor cero de la hipdtesis nula,
rechazamos tal hipoétesis (que el verdadero 8, es cero con 95% de confianza).

Por consiguiente, si se utiliza la prueba ¢ de significancia como en (8.3.1) o la estimacién por
intervalos de confianza como en (8.3.2), se llega a la misma conclusiéon. No obstante, esto no
debe sorprender en vista de la estrecha relacion entre la estimacion por intervalos de confianza y
las pruebas de hipotesis.

Segun el procedimiento recién descrito se prueba la hipotesis respecto de otros parametros
del modelo de regresion para la mortalidad infantil. Los datos necesarios ya se proporcionaron
en la ecuacion (8.1.4). Por ejemplo, suponga que deseamos probar la hipdtesis de que la tasa
de alfabetizacion de las mujeres, si se mantiene constante la influencia del PIBPC, no tiene efecto
alguno sobre la mortalidad infantil. Podemos rechazar con confianza esta hipotesis, pues, segin
esta hipdtesis nula el valor p, al obtener un valor ¢ absoluto igual o mayor que 10.6, es practica-
mente cero.

Antes de continuar, recuerde que el procedimiento de la prueba ¢ se basa en el supuesto de que
el término de error u; sigue una distribuciéon normal. Aunque u; no se puede observar de manera



FIGURA 8.2
Histograma de los re-
siduos de la regresion
(8.1.4).
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I Serie: Residuos
Muestra 1 64
81 Observaciones 64
oL Media -4.95 x 10714
Mediana 0.709227
- Maximo 96.80276
s L Minimo -84.26686
Desv. est. 41.07980
Asimetria 0.227575
2 Curtosis 2.948855
—’_H_" | “ ’_H_‘ Jarque-Bera 0.559405
0 Probabilidad 0.756009
=80 =40 0 40 80

directa, se observa su representante, u;, es decir, los residuos. Para-a regresion sobre la mortali-
dad, el histograma de los residuos se muestra en la figura 8.2.

A partir del histograma, parece que los residuos estan normalmente distribuidos. También
podemos calcular la prueba Jarque-Bera (JB) déwnormalidad, como se muestra en la ecuacion
(5.12.1). En este caso, el valor JB es 0.5594, c6n un valor p de 0.76.3 Por tanto, al parecer, el tér-
mino de error en este ejemplo sigue la distribucion normal. Por supuesto, se debe tener en cuenta
que la prueba JB es para muestras grandes, y que la muestra de 64 observaciones pueda no ser
necesariamente grande.

8.4 Prueba de significancia gefierabde la regresion muestral

En la seccion anterior abordamos la prueba de significancia de los coeficientes de regresion par-
cial estimados individualmente, es decir, segtin la hipotesis separada de que cada verdadero coefi-
ciente de regresion parcial de la poblacidn era cero. Pero ahora considere la siguiente hipotesis:

H()IﬁzZ ﬂ3= 0 (841)

Esta hipotesis-niula es una hipotesis conjunta de que 8, y 3 son iguales a cero en forma conjunta
osimultanea. Una prueba de tal hipotesis se denomina prueba de significancia general de la
linea, de'fegresion observada o estimada, es decir, si Y esté relacionada o no linealmente con X,
y.X; ala vez.

(Es demostrable la hipotesis conjunta en (8.4.1) al probar la significancia de B2 y B3 indivi-
dualmente, como en la seccion 8.3? La respuesta es no, y el razonamiento es el siguiente:

Al probar la significancia individual de un coeficiente de regresion parcial observado en
la seccién 8.3, supusimos implicitamente que cada prueba de significancia se basaba en una
muestra diferente (es decir, independiente). Asi, en la prueba de significancia de Bz segun la
hipétesis de que B, = 0, supusimos tacitamente que la prueba se basaba en una muestra diferente
de la utilizada en la prueba de significancia de 33 conforme a la hipdtesis nula de que ;3 = 0.
Pero para probar la hipdtesis conjunta de (8.4.1), si empleamos los mismos datos muestrales,
violaremos el supuesto del procedimiento de pruebas.* El asunto puede plantearse de otra forma:

3 Para este ejemplo, el valor de asimetria es de 0.2276, y el de curtosis, de 2.9488. Recuerde que para una
variable normalmente distribuida los valores de asimetria y curtosis son 0 y 3, respectivamente.

4En cualquier muestra dada la cov (,32, 33) puede no ser cero; es decir, B> % B3 pueden estar correlacionadas.
Véase (7.4.17.)
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en (8.3.2) establecimos un intervalo de confianza a 95% para B,. Pero si utilizamos los mismos
datos muestrales para establecer un intervalo de confianza para 3, es decir, con un coeficiente
de confianza de 95%, no es posible asegurar que 8,y 5 se encuentren dentro de sus respectivos
intervalos de confianza con una probabilidad de (1 — a)(1 — ) = (0.95)(0.95).

En otras palabras, aunque las afirmaciones

Pr(By —typee(f) < B2 < o +tapee(f)l =1 —a
Pr(Bs —typee(fs) < B3 < B3 +tapee(fs)] = 1 —a

son individualmente ciertas, no es cierto que la probabilidad de que 8,y B3 se encuentren al
mismo tiempo en los intervalos

[B2 %+ tupee(B2), B3 + tupee(B3)]

sea (1 — «)?, porque los intervalos pueden no ser independientes cuando se derivan con la misma
informacion. Para plantear el asunto de otra forma,

. . . probar una serie de hipotesis simples [individuales] no equivale a probar las mismas hipotesis
en forma conjunta. La razon intuitiva para esto es que, en una prueba conjunta de varias hipdtesis,
cualquier hipétesis simple se ve “afectada” por la informaéion de Tas"demds hipotesis.’

El resultado final del argumento anterior es gue,*para uin ejemplo dado (muestra), sélo se
obtiene un intervalo de confianza o una prueba de significancia. ;Coémo, entonces, probar la hi-
potesis nula simultanea de que 8, = B3 = 0?/En seguida responderemos esta pregunta.

El método del analisis de varianza en las pruebas de significancia
general de una regresion multiple observada: la prueba F
Por las razones recién explicadas, nopodemos utilizar la prueba ¢ usual para probar la hipotesis
conjunta de que los verdaderos ceeficientes parciales de pendiente sean simultaneamente iguales
a cero. Sin embargo, esta hipotesis conjunta se prueba con la técnica del analisis de varianza
(ANOVA), presentada en'la seccion 5.9, lo cual se demuestra de la siguiente manera.

Recuerde la identidad

Zyiz =B Zy,-xg,- + B ZinSi + Zﬁ:z (8.4.2)

SCT = SCE + SCR

SCT tiene, como es usual, n — 1 gl, y SCR tiene n — 3 gl, por las razones ya expuestas. SCE tiene
2 gl, pues es funcion de B, y fs. Por consiguiente, segun el procedimiento ANOVA estudiado en
la seccion 5.9, se elabora la tabla 8.1.

Ahora puede demostrarse® que, segun el supuesto de la distribucion normal para u; y la hipo-
tesis nula 8, = B3 = 0, la variable

Fo (B2 X" yixai + B3 X yixsi) /2 _ SCE/gl
Yu?/(n—3) SCR/gl

(8.4.3)

se distribuye como la distribuciéon Fcon2yn — 3 gl.

5 Thomas B. Fomby, R. Carter Hill y Stanley R. Johnson, Advanced Econometric Methods, Springer-Verlag,
Nueva York, 1984, p. 37.

6Véase K. A. Brownlee, Statistical Theory and Methodology in Science and Engineering, John Wiley & Sons,
Nueva York, 1960, pp. 278-280.
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Tabla ANOVA para la
regresion con tres
variables

TABLA 8.2
Resumen del
estadistico F
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Origen de la variacion SC gl SCM

Debido a la regresién (SCE) B2 Y yixai + B3 Y. yixsi 2 b2 yixai —; P32 yixsi
2

Debido a residuos (SCR) 3 02 n—3 &Zzg;?g

Total > y? n-1

/Qué utilidad puede tener la razon F anterior? Puede demostrarse’ que, segin el supuesto de
que los u; ~ N(0, '2),

E=L = E(6%) =02 (8.4.4)

Con el supuesto adicional que 8, = B3 = 0 se demuestra que

E(B2 X yixai + Bs > Yixsi) - (8.4.5)
5 4.

Por consiguiente, si la hipotesis nula es verdaderay, las ecuaciones (8.4.4) y (8.4.5) proporcionan
estimaciones idénticas del verdadero o%. Esta afirmacion no debe sorprender, pues, si existe una
relacion trivial entre Yy X,y X3, la unica fuente de variacion en Y se debe a las fuerzas aleatorias
representadas por u;. Sin embargo, sida-hipotesis nula es falsa, es decir, si X, y X3 definitivamente
ejercen influencia sobre Y, no se mantendra la igualdad entre (8.4.4) y (8.4.5). En este caso, la
SCE sera relativamente mas grande que‘la SCR, teniendo en cuenta sus respectivos gl. Por con-
siguiente, el valor F' de (8.4:3) proporciona una prueba de la hipotesis nula de que los verdaderos
coeficientes de pendiente’son simultaneamente cero. Si el valor /' calculado de (8.4.3) excede el
valor F critico de la tablasF" en el nivel de significancia de «%, se rechaza Hy; de otra forma no se
rechaza. Por otra parte, si el valor p del F observado es lo bastante bajo, podemos rechazar H,.

Latabla 8.2 resume laprueba F. De regreso al ejemplo ilustrativo, obtenemos la tabla ANOVA,
como se muestra en la tabla 8.3.

Hipotesis nula Hipétesis alternativa Region critica.
Ho H, Se rechaza Hy si
5
012 = (722 012 > 022 <2 = Fa,ngl,dgl
3
i
2 2 2 2
Cr1 :O‘2 Cf1 750‘2 ? > Fa/Z,ngI,ng
2

0 < F1—a/2),ngl,dgl

Notas:

. 012 y (722 son las dos varianzas poblacionales.

. 82y S son las dos varianzas muestrales.

. n glyd gl denotan, respectivamente, el numerador y el denominador gl.

. Al calcular la razén F, coloque el valor S* mas grande en el numerador.

. Los valores criticos F se dan en la ultima columna. El primer subindice de F es el nivel de significancia, y los siguientes son los gl
del numerador y del denominador.

. Observe que F(i—a/2)ngl.dgl = 1/Fas2.dgingl-

S R S

[

7Véase K. A. Brownlee, Statistical Theory and Methodology in Science and Engineering, John Wiley & Sons,

Nueva York, 1960, pp. 278-280.
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TABLA 8.3

Tabla ANOVA para el
ejemplo de mortalidad
infantil

Origen de la variacion SC gl SCM
Debido a la regresion 257 362.4 2 128 681.2
Debido a residuos 106 315.6 61 1742.88
Total 363678 63

Con (8.4.3) obtenemos

128 681.2

= 73.8325 (8.4.6)
1742.88

El valor p, al obtener un valor F igual o mayor que 73.8325, es casi cero, lo cual implica el
rechazo de la hipotesis que establece que el PIBPC y la TAM, conjuntamente, no tienen efecto
sobre la mortalidad infantil. Si empleamos el nivel usual de significancia de 5%, el valor F critico
para 2 gl en el numerador y 60 gl en el denominador (sin embargo, 1osgl reales son 61) es de casi
3.15, o de 4.98 mas o menos, si utiliza el nivel de significancia de 1%. Obvio, el valor observado
F de casi 74 excede por mucho cualquiera de estos valores criticos F.

El procedimiento de prueba F se generaliza de la siguienté manera.

Prueba de significancia general'de una regresion multiple:
la prueba F

Regla de decision

Con el modelo de regresiéon con k variables:
Yi = B1 £ B2Xoi + B3 X3 + -+ B Xii + Ui
Para probar la hipotesis
Ho:B2=p3=--=pc=0
(es decir, todos 10s coeficientes de pendiente son simultdneamente cero) frente a
Hy:.no todos los coeficientes de pendiente son simultdneamente cero
calcdle

_ SCE/gl _ SCE/(k—1)

" SCR/gl ~ SCR/(n—k) (8.4.7)

si F> F,(k— 1, n — k), rechace Hp; de lo contrario, no la rechace, donde F,(k — 1, n — k) es el
valor F critico en el nivel de significancia «, y (k — 1) gl en el numerador y (n — k) gl en el de-
nominador. Por otra parte, si el valor p del F obtenido de (8.4.7) es lo bastante bajo, se puede
rechazar Hp.

Sobra decir que en el caso de tres variables (Y 'y X3, X3) k es 3, en el caso de cuatro variables
k es 4, y asi sucesivamente.

A proposito, observe que la mayoria de los paquetes de regresion calcula el valor F (dado en
la tabla de analisis de varianza) junto con los estadisticos usuales de regresion, como los coefi-
cientes estimados, sus errores estandar, los valores ¢, etc. Suele suponerse que la hipdtesis nula
para el calculo ¢ es ;= 0.
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Prueba de hipotesis individual y conjunta

En la seccidon 8.3 analizamos la prueba de significancia de un solo coeficiente de regresion, y en
la seccidn 8.4, la prueba de significancia conjunta o general de la regresion estimada (es decir,
todos los coeficientes de pendiente son simultaneamente iguales a cero). Repetimos que estas
pruebas son diferentes. Asi, con base en la prueba ¢ o intervalo de confianza (de la seccion 8.3),
es posible aceptar la hipotesis de que un coeficiente de pendiente particular, By, es cero, y aun
rechazar la hipdtesis conjunta de que todos los coeficientes de pendiente son cero.

La leccion es que el “mensaje” conjunto de los intervalos de confianza individuales no sustituye
una region de confianza conjunta [implicada por la prueba F] en el momento de realizar pruebas de
hipétesis conjuntas y efectuar afirmaciones de confianza conjuntas.®

Una relacién importante entre R2y F

Existe una relacion estrecha entre el coeficiente de determinacién R? y la prueba F en el analisis
de varianza. En el supuesto de que las perturbaciones u; estan normalmente distribuidas, y segiin
la hipdtesis nula de que 8, = B3 = 0, vimos que

SCE/2

F=__"""IA_
SCR/(n —3)

(8.4.8)

sigue una distribucion Fcon2yn — 3 gl.
De modo mas general, en el caso de & variables (inclusive el intercepto), si suponemos que las
perturbaciones estan normalmente distribuidas y que la hipétesis nula es

Hy: Bg="Pps=---=p=0 (8.4.9)
entonces se cumple que
F = SCE/G=1) (8.4.7) = (8.4.10)
SCR/(n — k)

sigue la distribucion F con k — 1y n — k gl. (Nota: El nimero total de parametros que se va a
estimar es/k, de\los cuales uno es el término de intercepto.)
Manipulamos (8.4.10) de la siguiente manera:

n — k SCE
F=—-""

k—1SCR

n—k SCE

k—1SCT— SCE
n—k SCE/SCT

~ k— 11— (SCE/SCT) @4.11)
. n—k R?
T k—11-—R?

R/(k - 1)

T (1= R)/(n—k)

8 Fomby et al., op. cit., p. 42.
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TABLA 8.4
Tabla ANOVA en térmi-
nos de R?

Origen de la variacion SC gl SCM*

Debido a la regresién R2(>" y?) 2 R2(>"y?)/2

Debido a residuos =Ry n—3 =R yA)/(n-73)
Total > y? n—1

*Qbserve que para calcular el valor Fno hay necesidad de multiplicar R? y (I — R?) por Zyiz porque este término desaparece, como
se muestra en la ecuacion (8.4.12).

donde se emplea la definicion R> = SCE/SCT. La ecuacién (8.4.11) muestra la forma en que F
y R? estan relacionadas. Las dos varian en relacién directa. Cuando R?> = 0, F es cero ipso facto.
Cuanto mayor sea la R?, mayor ser4 el valor F. En el limite, cuando R?> = 1, F es infinita. 4s7, la
prueba F que mide la significancia general de la regresion estimada, es también una prueba de
significancia de R°. En otras palabras, la prueba de la hipétesis nula.(8.4.9) equivale a probar la
hipétesis nula de que el R? (poblacional) es cero.

Para el caso de tres variables (8.4.11) se convierte en

R?/2

En virtud de la estrecha conexion entre F'y R?, latabla ANOVA (tabla 8.1) se reformula como la
tabla 8.4.
Para nuestro ejemplo ilustrativo, al utilizar (8.4.12) obtenemos:

0:7077/2

= 2T 738726
4.—0.7077)/61

que es casi el mismo que obtuvimos.antes, excepto por los errores de redondeo.

Una ventaja de la prueba expresada en términos de R? es su facilidad de calculo: todo lo que
se necesita saber es el valor-de R%/Por consiguiente, la prueba de significancia general F dada en
(8.4.7) se expresa en términos de R*> como se indica en la tabla 8.4.

Prueba de significancia general de una regresion multiple
en términos de R?

Regla de decision

Para‘probar la significancia general de una regresién en términos de R2: una prueba alterna pero
equivalente a (8.4.7).
Dado el modelo de regresién con k variables:

Yi=Bi + B2 Xoi +B3X3i + -+ Bx Xxi + Ui

Para probar la hipotesis

Ho: o =p3=---=px=0
frente a
Hi: no todos los coeficientes de pendiente son simultdneamente cero
calcular
R2/(k —1
Fo_RU/K=T) (8.4.13)

(1 =R)/(n-k

Si F > Fyu—1, n—k), rechace Ho; de lo contrario, puede aceptar Ho, donde Fyu—1, n—k €s el valor F
critico en el nivel de significancia «, y (k — 1) gl es el numerador y (n — k) gl el denominador. Por
otra parte, si el valor p del F obtenido de (8.4.13) es lo bastante bajo, rechace Hp.
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Antes de continuar, reconsideremos el ejemplo 7.5 del capitulo 7. De la regresion (7.10.7) se
observa que el PIBPC (relativo al PIB per cdpita) y el PIBPC al cuadrado explican sélo 10.92%
de la variacion en la tasa de crecimiento del PIB para una muestra de 190 paises. Esta R? de
0.1092 parece un valor “bajo”. ;Es estadisticamente distinto de cero? ;Coémo averiguarlo?

Recuerde el analisis anterior en el apartado “Una relacion importante entre R? y F”, respecto
de la relacion entre R? y el valor F como se dio en (8.4.11) u (8.4.12) para el caso especifico de
dos regresoras. Como se observo, si R? es cero, F es cero ipso facto, lo cual sera el caso si las
regresoras no tienen ningtin efecto sobre la regresada. Por tanto, si afladimos R?> = 0.1092 en la
formula (8.4.12), obtenemos

0.1092/2
poOO222 6 (8.4.13)
(1—0.1092)/187

Segun la hipétesis nula de que R*> = 0, el valor F anterior sigue la distribucion F con 2y 187 gl en
el numerador y denominador, respectivamente. (Nota: Hay 190 observaciones y dos regresoras.)
De la tabla F' se observa que este valor F es significativo en un nivel de casi 5%; de hecho, el valor
p es 0.00002. Por tanto, podemos rechazar la hipotesis nula de que-as dos regresoras no tienen
efecto sobre la regresada, a pesar de que R? es de s6lo 0.1092.

Este ejemplo permite una importante observacion empirica: en los datos transversales que
implican varias observaciones, por lo general se obtienén R? bajas, debido a la diversidad de las
unidades transversales. En consecuencia, no hay\que sorprenderse o preocuparse si se tiene una
R? baja en regresiones transversales. Lo relevante es'que el modelo esté bien especificado, que las
regresoras tengan los signos correctos (es|decir, los tedricamente esperados) y que (con un poco
de suerte) los coeficientes de regresion sean-estadisticamente significativos. El lector debe verifi-
car que, de manera individual, ambas ‘regresoras de (7.10.7) sean estadisticamente significativas
en un nivel de 5% o mejor (es décir,menor que 5%).

III

La contribucién “incremental” o “margina
de una variable explicativa

En el capitulo 7 afirmames que por lo general no podemos asignar el valor R? entre las distintas
regresoras. En el ejemplo de la mortalidad infantil descubrimos que la R? valia 0.7077, pero no
fue posible saber qué parte de dicho valor se debia a la regresora PIBPC y qué parte a la TAM,
debido:a laposible correlacion entre las dos regresoras de las muestras disponibles. Se aclara este
asunto cen,la técnica del analisis de varianza.

Para_eLejemplo presente, vimos que individualmente X, (PIBPC) y X3 (TAM) eran estadisti-
camente significativas con base en pruebas ¢ (separadas). También observamos que, con base en
laprueba F, colectivamente las dos regresoras tienen un efecto importante sobre la regresada Y
(mortalidad infantil).

Ahora suponga que introducimos PIBPC y TAM de manera secuencial; es decir, primero ha-
cemos la regresion de la mortalidad infantil sobre PIBPC y evaluamos su significancia, y después
afiadimos TAM al modelo para averiguar si contribuye en algo (por supuesto, puede invertirse el
orden en el que se afiaden PIBPC y TAM). Por contribucion nos referimos al posible incremento
“significativo” de la SCE (y por tanto de la R?) en relacion con la SCR si afiadimos una variable
al modelo. Esta contribucion puede llamarse con toda propiedad contribucion incremental o
marginal de una variable explicativa.

El tema de la contribucion incremental es importante en la practica. En la mayoria de las
investigaciones empiricas, el investigador puede no estar por completo seguro de que se justi-
fique agregar una variable X al modelo, pues ya hay en él muchas otras variables X. No se desea in-
cluir variable(s) cuya contribucion a la SCE sea poca. Por la misma causa, tampoco se quiere
excluir variable(s) que aumente(n) sustancialmente la SCE. Pero, ;como decidir si una variable
X reduce significativamente la SCR? La técnica del analisis de varianza puede extenderse con
facilidad para responder esta pregunta.
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TABLA 8.5

Tabla ANOVA para la
ecuacion de regresion
(8.4.149)

Origen de la variacion SC gl SCM
SCE (debido al PIBPC) 60 449.5 1 60 449.5
SCR 303 228.5 62 4890.7822
Total 363678 63

Suponga que primero hace la regresion de la mortalidad infantil sobre el PIBPC y obtiene la
siguiente regresion:

MI; = 157.4244 —  0.0114 PIBPC (8.4.14)
t= (15.9894) (—3.5156) 2 = 0,1662
valorp=(0.0000) (0.0008) #2 ajust. = 041528

Como muestran estos resultados, PIBPC tiene un efecto importante sobre MI. La tabla ANOVA
correspondiente a la regresion anterior se da en la tabla’8.5.

Si suponemos que las perturbaciones u; estan mermalmente distribuidas y establecemos la
hipétesis de que PIBPC no tiene ningun efecto sebre M1, obtenemos el valor F' de

60 449.5

=|———-=12.3598 4.
4.890.7822 . (8.4.15)

el cual sigue la distribucion F conl y 62 gl: Este valor F resulta muy significativo, pues el valor
p calculado es de 0.0008. Por tantoy.como antes, rechazamos la hipotesis de que PIBPC no tiene
efecto alguno sobre MI. A propésito, ‘6bserve que 2 = (—3.5156)> = 12.3594, lo cual es casi lo
mismo que el valor F de (8.4.15);.donde el valor ¢ se obtiene de (8.4.14). Pero esto no debe sor-
prender, porque el cuadrado del estadistico ¢ con 7 gl es igual al valor F con 1 gl en el numerador
y n gl en el denominador;relacion que se establecio en el capitulo 5. Note que en este ejemplo
n=64.

Una vez efectuada la regresion (8.4.14), supongamos que decidimos agregar X3 al modelo y
obtener la regresion multiple (8.1.4). Las preguntas son:

1. ¢CualesTa contribucion marginal o incremental de TAM si sabemos que PIBPC ya aparece en
¢l'modelo’y esta relacionada significativamente con MI?

2."4Es la contribucion incremental de TAM estadisticamente significativa?

3. (Cual es el criterio para agregar variables al modelo?

Estas preguntas se resuelven mediante la técnica ANOVA. Para ver esto elaboramos la tabla 8.6.

En esta tabla, X, se refiere al PIBPC y X3 a la TAM.

Para evaluar la contribucion incremental de X3 después de considerar la contribucion de X5,
calculamos

Fo 0>/gl
04/gl

(SCE jyeva — SCE ;¢j,)/ nimero de regresoras nuevas

- SCR yeva/ gl (= n — numero de parametros en el nuevo modelo)

1
= QQZ//61 para este ejemplo (8.4.16)
4



TABLA 8.6

Tabla ANOVA para eva-
luar la contribucién in-
cremental de una o mas
variables

TABLA 8.7

Tabla ANOVA para el
ejemplo ilustrativo:
analisis incremental
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Origen de la variacién SC gl SCM
SCE debido sélo a X, Qi =p2, 3 %3 1 ?1
SCE debido a la adicién de X3 Q=Q-Q 1 ?2
SCE debido tanto a X, como a X3 Qs = B2 Y yixai + B3 Y vixsi 2 %3
SCR Qs=Qs— Qs n-3 Qs
Total Q=Y y? n—1 n-3

donde SCE, v, = SCE segun el modelo nuevo (es decir, después de agregar las regresoras nue-
vas = (3), SCE,;¢ja = SCE segiin el modelo antiguo ( = 01) y SERpeva = SCR segtin el nuevo
(es decir, después de considerar todas las regresoras = (J4). Para este ejemplo ilustrativo, los
resultados se presentan en la tabla 8.7.

Ahora, al aplicar la ecuacion (8.4.16), obtenemos

1969129

= ———“2'=1129814 4.17
1 742.8736, @ )

Segtin los supuestos usuales, este valor F' sigue la distribucioén F con 1 y 62 gl. El lector verificara
que este valor F es muy significativo, lo cual sugiere que la incorporacion de TAM al modelo au-
menta en gran medida la SCE y, por tanto;-el valor R>. En consecuencia, TAM debe incorporarse
al modelo. Una vez mas, observe que si\elevamos al cuadrado el valor del coeficiente de TAM en
la regresion multiple (8.1.4), que.es (—10.6293)?, obtendremos el valor F de (8.4.17), salvo por
errores de redondeo.

A proposito, la razén F de.(8.4.16) se reformula sélo en términos de los valores R%, como
en (8.4.13). Como le indica el ejercicio 8.2, la razén F de (8.4.16) es equivalente a la siguiente
razén F:°

(R%lueva — Rsieja)/gl
(1 - R%lueva)/gl

2 2 .
(R3yeva— Rij,) /n0mero de regresoras nuevas

(1 — R2,..)/gl (= n — nimero de parametros en el nuevo modelo)

(8.4.18)
Origen de la variaciéon SC gl SCM
SCE debido a PIBPC 60 449.5 1 60 449.5
SCE debido a la adiciéon de TAM 196 912.9 1 196 912.9
ESCE debido tanto a PIBPC como a TAM 257 362.4 2 128 681.2
SCR 106 315.6 63 1742.8786

Total 363678 63

9 La siguiente prueba F es un caso especial de la prueba F mas general dada en (8.6.9) u (8.6.10), en la sec-
cién 8.6.
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Esta razon F' también sigue la distribucion F con los gl apropiados en el numerador y el denomi-
nador, 1 y 61, respectivamente, en el ejemplo ilustrativo.

Para nuestro ejemplo, R2 .., = 0.7077 [de (8.1.4)] y Rﬁieja = 0.1662 [de (8.4.14)]. Por consi-
guiente,

_(0.7077 — 0.1662)/1

F= — 113.05 8.4.19
(1—0.7077)/61 ( )

lo cual es casi lo mismo que el valor F' de (8.4.17), excepto por errores de redondeo. Esta F' es
muy significativa, pues refuerza el descubrimiento anterior de que la variable TAM pertenece al
modelo.

Advertencia: Si utiliza la version R? de la prueba F dada en (8.4.11), asegurese de que la va-
riable dependiente en el modelo reciente y en el anterior sea la misma. Si son diferentes utilice
la prueba F de (8.4.16).

Cudndo agregar una nueva variable

El procedimiento de prueba F recién presentado constituye un método formal para decidir si una
variable debe adicionarse a un modelo de regresion. A menudo, los investigadores se enfrentan a
la labor de escoger entre diversos modelos en competeneia, que consideran la misma variable
dependiente pero diferentes variables explicativas. Como,un asunto de eleccion ad hoc (debido
a que muchas veces la base tedrica del analisis gS débil),/€stos investigadores seleccionan el
modelo que presenta la R? ajustada mas elevada. Por'consiguiente, si la inclusién de una variable
incrementa R, ésta se conserva en el modelo aunqueno reduzca significativamente la SCR en
sentido estadistico. La pregunta entonges esi jcuando aumenta R? ajustada? Puede demostrarse
que R? aumenta si el valor t del coefi¢iente_de la variable recién agregada es mayor que I en
valor absoluto, donde el valor ¢ se calculaisegin la hipétesis de que el valor poblacional del men-
cionado coeficiente es cero [es décir, el\valor ¢ calculado a partir de (5.3.2) conforme a la hipo-
tesis de que el verdadero B es/tero].' El criterio anterior también se plantea en forma diferente:
R? aumenta con la adicién de wna variable explicativa sélo si el valor F(= t*) de esa variable
es superior a 1.

Con cualquier criterio, la yariable TAM con un valor ¢ de —10.6293 o un valor F' de 112.9814
debe aumentar R, lo cual 8in duda sucede: cuando se agrega TAM al modelo, R? se incremen-
ta de 0.1528 a.0.6981.

Cuando-agregarun grupo de variables

(Se puede~elaborar una regla similar para decidir si se justifica agregar (o quitar) un grupo de
variables del'modelo? La respuesta debe ser clara a partir de (8.4.18): si la adicion (o elimina-
cién) de un grupo de variables al modelo genera un valor F mayor (menor) que 1, R> aumenta
(disminuye). Por supuesto, de (8.4.18) se deriva facilmente si la adicion (disminucion) de un
grupo de variables incrementa (reduce) de modo significativo el poder explicativo de un modelo
de regresion.

8.5 Prueba de igualdad de dos coeficientes de regresion

Suponga que en la regresion multiple

Yi = Bi+ BoXoi + B3 Xz + BaXui +u; (8.5.1)

10 Para una demostracién, véase Dennis |. Aigner, Basic Econometrics, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, Nueva
Jersey, 1971, pp. 91-92.
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deseamos probar la hipotesis

Hy:Bs=ps o (B3—pB4)=0
Hi:ps#Bs o  (B3—Ba) #0

es decir, los dos coeficientes de pendiente 83 y 4 son iguales.

Una hipétesis nula de este tipo tiene importancia practica; por ejemplo, si (8.5.1) representa
la funcidon de demanda de un bien donde Y = cantidad demandada del bien, X, = precio del bien,
X3 = ingreso del consumidor y X = riqueza del consumidor. La hipotesis nula en este caso sig-
nifica que los coeficientes de ingreso y riqueza son los mismos. Si ¥; y las X estan expresadas en
forma logaritmica, la hipdtesis nula en (8.5.2) implica que las elasticidades ingreso y riqueza del
consumo son iguales. (;Por qué?)

(Como probamos una hipotesis nula como ésta? Con los supuestos clasicos se demuestra
que

(8.5.2)

_ (Bs — Ba) — (Bs — Ba)

t A
ee(Bs — Ba)

(8.5.3)

sigue la distribucién ¢ con (n — 4) gl porque (8.5.F) es un modelo con cuatro variables o, mas
generalmente, con (n — k) gl, donde & es el nimero totalde parametros estimados, inclusive el
término constante. El ee ( 33 — ,34) se obtiene de lasiguiente formula conocida (véase detalles en
el apéndice A):

e (s — fa) < \aEhs) +var (Be) — 2cov(Bs, fu) (8.5.4)

Si sustituimos la hipotesis nula y la expresion para el ee Bs — Bsen (8.5.3), el estadistico de
prueba se convierte en

t = ; Ps — b — (8.5.5)
Jvar (B +var (By) — 2cov (s, )

Ahora el procedimiento de prueba comprende los siguientes pasos:

1. Egtime ﬂ} y Ba. Cualquier software estandar puede hacerlo.

2/\La mayoria de los programas de computacion calcula las varianzas y covarianzas de los para-
metros estimados.!! De estas estimaciones, el error estandar en el denominador de (8.5.5) se
obtiene facilmente.

3. Obtenga la razén ¢ de (8.5.5). Observe que la hipdtesis nula en el caso presente es
(Bs — B =0.

4. Si la variable 7 calculada de (8.5.5) excede el valor ¢ critico en el nivel de significancia desig-
nado para los gl dados, puede rechazar la hipdtesis nula; de lo contrario, no la rechace. En
forma alterna, si el valor p del estadistico 7 de (8.5.5) es razonablemente bajo, puede rechazar
la hipotesis nula. Observe que mientras mas bajo sea el valor p, mayor sera la evidencia en
contra de la hipdtesis nula. Por tanto, cuando se dice que un valor p es bajo o razonablemente
bajo, se quiere decir que es menor que el nivel de significancia, por ejemplo, 10, 5 0 1%. En
esta decision esta implicito cierto criterio personal.

1 La expresion algebraica para la férmula de la covarianza es un poco compleja. En el apéndice C se ofrece
una expresién compacta de ella, aunque con notacién matricial.
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EJEMPLO 8.2
De nuevo, la funcion
cubica de costo

Recuerde la funcién clbica del costo total estimada en el ejemplo 7.4, seccién 7.10, que se
reproduce en seguida:

Yi=141.7667 + 63.4777X; — 12.9615X7 + 0.9396X;
ee= (6.3753) (4.7786) (0.9857) (0.0591) (7.10.6)
cov(Bs, fs) = —0.0576;  R? =0.9983
donde Y es el costo total y X es la produccion, y donde las cifras en paréntesis son los errores
estandar estimados.
Suponga que deseamos probar la hipétesis de que los coeficientes de los términos X? y X3
en la funcién cibica de costo son los mismos, es decir, B3 = B4 0 (83 — B4) = 0. En la regresioén

(7.10.6) aparecen todos los resultados necesarios para realizar la prueba t a partir de (8.5.5). La
mecanica es la siguiente:

B3 — Pa
JVar (Bs) + var (Ba) — 2 cov (B3, fa)
—12.9615 — 0.9396

=

— (8.5.6)
J/(0.9867)2 + (0.0591)2 — 2(—0.0576)
~13.9011

= > = —133130

El lector puede verificar que, para 6 gl (¢porqué?), el valor t observado excede el valor t critico
aun en el nivel de significancia de 0.002 (o 0:2%) (prueba de dos colas); el valor p es extrema-
damente pequeiio, 0.000006. Por tanto; pademos rechazar la hipétesis de que los coeficientes
de X2y X3 en la funcién cubica de costo son idénticos.

8.6 Minimos cuadrados restxingidos: pruebas de restricciones

de igualdades lineales

Hay ocasiongs enlas cuales la teoria econémica puede sugerir que los coeficientes en un modelo
de regresion'satisfacen algunas restricciones de igualdades lineales. Por ejemplo, considere la
funcion de.produccion Cobb-Douglas:

Y, = fi Xy X et (7.9.1) = (8.6.1)

donde-Y = produccioén, X, = insumo trabajo y X3 = insumo capital. Escrita en forma de loga-
ritmo, la ecuacion se convierte en

InY; = Bo+ BolnXy + B3In X3 +u; (8.6.2)

donde By = In B.
Ahora, si existen rendimientos constantes a escala (un cambio equiproporcional en la produc-
cién ante un cambio equiproporcional en los insumos), la teoria econdmica sugeriria que

Bt Bi=1 (8.6.3)

el cual es un ejemplo de una restriccion de igualdad lineal.'?
(Como saber si hay rendimientos constantes a escala, es decir, si es valida la restriccion
(8.6.3)? Existen dos métodos.

12 Si tuviéramos B, + B3 < 1, esta relacién seria un ejemplo de restriccién de desigualdad lineal. Para el ma-
nejo de tales restricciones se requieren técnicas de programacién matematica.
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El enfoque de la prueba t

El procedimiento mas simple es estimar (8.6.2) de la forma usual sin tener en cuenta la restric-
cion (8.6.3) explicitamente. Esto se denomina regresion no restringida o no limitada. Tras
estimar B, y B3 (por ejemplo, mediante el método de MCO) se realiza una prueba de la hipotesis
o restriccion (8.6.3) mediante la prueba ¢ de (8.5.3), a saber:

= Bt B) = (Bt B
ee (B + B3)
_ B+ B3) — 1
\/var (B2) + var (Bs) + 2 cov (Ba, Bs)

(8.6.4)

donde (8, + B3) = 1 segln la hipotesis nula y el denominador es el error estandar de (32 + ,33).
Entonces, segun la seccion 8.5, si el valor ¢ calculado a partir de(8:6.4) excede el valor ¢ critico
en el nivel de significancia seleccionado, rechazamos la hipotesis de rendimientos constantes a
escala; de lo contrario, no la rechazamos.

Enfoque de la prueba F: minimos cuadrados restringidos

La prueba ¢ anterior es una clase de examen post mortem, pues se trata de encontrar si se satisface
la restriccion lineal después de estimar la-regresion”“no restringida”. Un método directo seria
incorporar la restriccion (8.6.3) en el procedimiento de estimacion desde el comienzo. En el
ejemplo presente, este procedimientogse realiza’facilmente. De (8.6.3) vemos que:

Bo=1-p (8.6.5)

Bs=1— B (8.6.6)

Por consiguiente, con.cualquiera de estas igualdades podemos eliminar un coeficiente 8 en (8.6.2)
y estimar la ecuacion resultante. Asi, si utilizamos (8.6.5) escribimos la funcién de produccion
Cobb-Douglas de la siguiente manera:

InY; = Bo+ (1 — B3)InXo; + B3In X3; +u;
= Bo+InXy + B3(In X3 — In Xp;) +u;

(InY; —InXy) = By + B3(In X3 — In Xp;) +u; (8.6.7)

In(Y;/X2) = Bo + B3 In (X3 /X2i) +u; (8.6.8)

donde (Y;/X3;) = razén produccidn/trabajo y (X3;/X5;) = razdn capital/trabajo, indicadores de
gran importancia econdmica.

Observe como se transforma la ecuacion original (8.6.2). Una vez que se estima 85 de (8.6.7)
u (8.6.8), B, se estima con facilidad a partir de la relacion (8.6.5). Sobra decir que este proce-
dimiento garantiza que la suma de los coeficientes estimados de los dos insumos iguale a 1. El
procedimiento esquematizado en (8.6.7) o en (8.6.8) se conoce como minimos cuadrados res-
tringidos (MCR). Este procedimiento puede generalizarse a modelos con cualquier nimero de
variables explicativas y mas de una restriccion de igualdad lineal. La generalizacion se encuentra
en Theil.!® (Véase en seguida la prueba F general.)

3 Henri Theil, Principles of Econometrics, John Wiley & Sons, Nueva York, 1971, pp. 43-45.
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(Como comparamos las regresiones de minimos cuadrados no restringidas y las restringidas?
En otras palabras, ;como saber que, por ejemplo, la restriccion (8.6.3) es valida? Esta pregunta
se verifica al aplicar la prueba F de la siguiente manera. Sea

> ixg = SCR de la regresion no restringida (8.6.2)
> 4% = SCR de la regresion restringida (8.6.7)
m = numero de restricciones lineales (1 en el presente ejemplo)

k = numero de parametros en la regresion no restringida
n = nimero de observaciones

Entonces,

. (SCRR — SCRNR)/m

~ SCRnr)(7 — k)

_ (Zax =Y agg)/m
Y ik /(n = k)

(8.6.9)

sigue la distribucion F con m, (n — k) gl. (Nota: Las letras NR y R representan “no restringida”
y “restringida”, respectivamente.)
La anterior prueba F también se expresa en términos.de R? de la siguiente manera:

(Rém” RR)/m

NSr) /=B (8.6.10)

donde R%;; y R son los valofes R* obtenidos de las regresiones no restringida y restringida res-
pectivamente, es decir, de las regresiones (8.6.2) y (8.6.7). Debe observarse que

Rig > R} (8.6.11)

D idg <Y dx (8.6.12)

En el ejercicio 8.4 se le pide justificar estas afirmaciones.

Advertencia: Al utilizar (8.6.10) tenga en mente que si la variable dependiente en los mode-
los'testringido y no restringido no es la misma, R y R no son directamente comparables. En
ese caso, utilice el procedimiento descrito en el capitulo 7 para hacer comparables los dos valores
de R? (véase el ejemplo 8.3 en seguida), o utilice la prueba F de la ecuacion (8.6.9).

EJEMPLO 8.3
Funcion de produc-
cion Cobb-Douglas
para la economia

mexicana, 1955-
1974

A fin de ilustrar el andlisis anterior, considere los datos de la tabla 8.8. El ajuste de la funcién de
produccién Cobb-Douglas a esos datos produjo los siguientes resultados:

InPIB,= —1.6524 + 0.3397 In Trabajo, + 0.8460 In Capital, (8.6.13)
t=(—2.7259) (1.8295) (9.0625)
valor p=(0.0144) (0.0849) (0.0000)

R? =0.9951 SCRnr= 0.0136

donde SCRng es la SCR no restringida, pues no se pusieron restricciones al estimar (8.6.13).



TABLA 8.8

PIB real, empleo y
capital fijo real en
México

Fuente: Victor J. Elias, Sources
of Growth: A Study of Seven
Latin American Economies,
International Center for Eco-
nomic Growth, ICS Press, San
Francisco, 1992. Datos tomados
de las tablas E5, E12 y E14.
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Afho

1955
1956
1957
1958
1959
1960
1961
1962
1963
1964
1965
1966
1967
1968
1969
1970
1971
1972
1973
1974

PIB*

114 043
120 410
129 187
134 705
139 960
150 511
157 897
165 286
178 491
199 457
212323
226 977
241 194
260 881
277 498
296 530
306 712
329 030
354 057
374 977

Empleo’
8310
8529
8738
8952
9171
9569
9 527
9 662
10 334
10 981
11 746
11 521
11 540
12 066
12 297
12 955
13 338
13.738
15 924
14 154

Capital fijo*
182113
193 749
205 192
215130
225 021
237 026
248 897
260 661
275 466
295 378
315715
337 642
363 599
391 847
422 382
455 049
484 677
520 553
561 531
609 825

*Millones de pesos de 1960.
T Miles de personas.
1 Millones de pesos de 1960,

Ya vimos en el capituld’7 como interpretar los coeficientes de la funcién de produccién Cobb-
Douglas. Como se aprecia, la elasticidad produccién/trabajo es de casi 0.34 y la elasticidad
produccién/capital vale casi 0.85. Si sumamos estos coeficientes se obtiene 1.19, lo que sugiere
que quiza‘la economia mexicana experiment6 durante ese periodo establecido rendimientos
crecientes-a escala. Por supuesto, desconocemos si 1.19 es estadisticamente diferente de 1.

Para ver'si es el caso, se impone una restriccion de rendimientos constantes a escala, lo cual

da lassiguiente regresion:

in (PIB/Trabajo), = —0.4947 +
t=(~4.0612)

valor p=(0.0007)

(28.1056)
(0.0000)

RE=0.9777

1.0153 In (Capital/Trabajo);

SCRr = 0.0166

(8.6.14)

donde SCRg es la SCR restringida, pues impusimos la restriccion de que haya rendimientos

constantes a escala.

(contintia)
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EJEMPLO 8.3

(continuacion)

Como la variable dependiente en las dos regresiones anteriores es diferente, tenemos que
utilizar la prueba F dada en (8.6.9). Se cuenta con los datos necesarios para obtener el valor F.

_ (SCRR — SCRNR)/I’H
- SCRnR/ (N — k)

~ (0.0166 — 0.0136)/1
~ 7(0.0136)/(20 — 3)

=3.75

Observe que en el presente caso m = 1, pues sélo se impuso una restriccion y (n — k) es 17, en
vista de que se tienen 20 observaciones y tres parametros en la regresién no restringida.

Este valor F sigue una distribucién F con 1 gl en el numerador y 17 en el denominador. El
lector puede verificar con facilidad que esta F no es significativa, en un nivel de significancia de
5%. (Véase el apéndice D, tabla D.3.)

Asi, la conclusién es que la economia mexicana quiza se caracterizé\por rendimientos cons-
tantes a escala en el periodo de muestra y, por tanto, no hay dafio\alguno al utilizar la regresion
restringida dada en (8.6.14). Como muestra esta regresion, i la razén capital/trabajo se incre-
menté 1%, en promedio, la productividad del trabajo aumenté casi 1%.

Prueba F general'*

La prueba F dada en (8.6.10) o su equivalente-en (8.6.9) proporciona un método general de
prueba de hipdtesis sobre uno o mas parametros del modelo de regresion con & variables:

Yi =81 £ Xoi + B3 Xai + -+ B X +ui (8.6.15)

La prueba F de (8.4.16),0-1a prucba ¢ de (8.5.3) no es otra cosa que una aplicacion especifica de
(8.6.10). Asi, hipdtesis como

Hy: ﬂz = ﬁ3 (8616)

Hy: B34+ Bs+ Bs=3 (8.6.17)

que.conSideran algunas restricciones lineales en los parametros del modelo con k variables, o
hipotesis como

Hy: Bs=Bs=Bs=Ps=0 (8.6.18)

que implica que algunas regresoras estan ausentes del modelo, pueden probarse mediante la
prueba F de (8.6.10).

Del analisis en las secciones 8.4 y 8.6, el lector habra notado que la estrategia general de la
prueba F es la siguiente: hay un modelo mas grande, el modelo no restringido (8.6.15), y un
modelo mas pequefio, el modelo restringido o limitado, que se obtuvo del modelo mas grande al
eliminar algunas de sus variables, por ejemplo (8.6.18), o al colocar algunas restricciones lineales
sobre uno o mas coeficientes del modelo mas grande, por ejemplo (8.6.16) u (8.6.17).

14 Si se utiliza el método de maxima verosimilitud en la estimacién, entonces hay una prueba semejante a la
que estudiara en seguida, a saber, la prueba de razén de verosimilitud, la cual es un poco complicada
y por tanto se estudia en el apéndice de este capitulo. Para un andlisis mas a fondo, véase Theil, op. cit.,

pp. 179-184.
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Ajustamos entonces los modelos no restringido y restringido a los datos y obtenemos los
coeficientes de determinacion respectivos, a saber, R3 y R3. Se observan los gl en el modelo no
restringido (= n — k) y también los gl en el modelo restringido (= m), con m como el nimero
de restricciones lineales [por ejemplo 1 en (8.6.16) o en (8.6.18)] o el nimero de regresoras
omitidos del modelo [por ejemplo m = 4 si se cumple (8.6.18), pues se supone que hay cuatro
regresoras ausentes del modelo]. Asi podemos calcular la razéon F' como se indica en (8.6.9) u
(8.6.10), y utilizar esta regla de decision: si la F calculada excede Fo(m, n — k), donde Fy(m,
n — k) es el F critico en el nivel de significancia «, se rechaza la hipotesis nula; de lo contrario
no se rechaza.

[lustremos lo anterior:

EJEMPLO 8.4
Demanda de carne

de pollo en Estados
Unidos, 1960-1982

En el ejercicio 7.19, entre otras cosas, se le pidié considerar la siguiente funcién de demanda
de pollos:

InYe= g1+ B2In Xor + B3 In X3¢ + B4 In Xar H Bs INXs¢ + v (8.6.19)

donde Y = consumo de pollo per cdpita, Ibs; X; = ingreso real disponible per capita, $; X3 =
precio real al menudeo del pollo por Ib, ¢; X4 = precio real al menudeo del cerdo por Ib, ¢ y
X5 = precio real de la carne de res por |b, ¢.

En este modelo B, B3, B4 Y Bs son las elasticidades ‘ingreso, precio-propio, precio-cruzado
(cerdo) y precio-cruzado (carne de res). (;Por qué?) De acuerdo con la teoria econémica,

B2>0

B3 <0

Bs >0, sielpolloy el cerdo son\productos que compiten
<0, sielpolloy el cerdo son productos complementarios (8.6.20)
=0, sielpolloy el cerdosson’productos no relacionados

Bs >0, siel polloyla carne de res son productos que compiten
<0, sielpolloy el cerdo son productos complementarios

=0, siel polloy el cerdo son productos no relacionados

Suponga_que alguien afirma que el pollo, el cerdo y la carne de res son productos no rela-
cionados én el sentido de que al consumo de pollo no le afectan los precios del cerdo ni de la
carne de res. En/resumen,

Ho: /34 = /35 =0 (8621)
Por consiguiente, la regresion restringida se transforma en
In Yi= B1+ B2 In Xot + B3 In X3¢+ Up (8.6.22)

La ecuacion (8.6.19) es, a todas luces, la regresiéon no restringida.
Con la informacién del ejercicio 7.19 obtenemos lo siguiente:
Regresion no restringida

InY; = 2.1898 + 0.3425In X5 — 0.5046 In X3, + 0.1485 In X4t + 0.0911 In X

(0.1557) (0.0833) (0.1109) (0.0997) (0.1007)
Rér  0.9823 (8.6.23)

Regresion restringida
inY;= 2.0328 + 0.45151In Xy — 0.3772In X3
(0.1162) (0.0247) (0.0635) (8.6.24)
RR = 0.9801

(continua)
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EJEMPLO 8.4

(continuacion)

donde las cifras en paréntesis son los errores estandar estimados. Nota: Los valores de R? de
(8.6.23) y (8.6.24) son comparables, pues la variable dependiente en los dos modelos es la
misma.

Ahora la razén F para probar la hipétesis (8.6.21) es

_ (Rr — R&) /m
(1- R,%,R) /(n— k)
En este caso, el valor de m es 2, pues hay dos restricciones: 84 = 0y 85 = 0. Los gl del denomi-

nador (n — k) son 18, porque n = 23y k = 5 (5 coeficientes g).
Por consiguiente, la razén F es

(8.6.10)

~(0.9823 —0.9801)/2
T (1-0.9823)/18

=1.1224

(8.6.25)

que tiene una distribucién Fcon 2y 18 gl.

En el nivel de 5% se aprecia con claridad que este valor Fno es estadisticamente significa-
tivo [Fo.05(2,18) = 3.55]. El valor p es 0.3472. Por consiguiente, no hay razén para rechazar la
hipétesis nula: la demanda de pollo no depende de’les precios del cerdo ni de la carne de res.
En resumen, aceptamos la regresion restringida (8.6.24) como la que representa la funcién de
demanda de pollo.

Observe que la funcion de demanda satisface las expectativas econémicas a priori, pues la
elasticidad precio-propio es negativa y la.elasticidad ingreso es positiva. Sin embargo, la elastici-
dad precio estimada, en valor absoluto, es estadisticamente menor que la unidad, lo que implica
que la demanda de pollo es inelasticasal precio. (;Por qué?) Ademas, la elasticidad ingreso, si
bien es positiva, estadisticamente también’es menor que la unidad, lo que sugiere que el pollo
no es un articulo de lujo; por convencion, se dice que un articulo es de lujo si su elasticidad
ingreso es mayor que uno.

8.7 Prueba para la estabilidad estructural o paramétrica

de los modelgs\deregresion: la prueba de Chow

Cuando)utilizamos un modelo de regresion que implica series de tiempo, tal vez se dé un cam-
bio estructural en la relacion entre la regresada Yy las regresoras. Por cambio estructural nos
referimos a que los valores de los parametros del modelo no permanecen constantes a lo largo
de todo el periodo. A veces el cambio estructural se debe a fuerzas externas (por ejemplo, el em-
bargo petrolero impuesto por la OPEP en 1973 y 1979, o la Guerra del Golfo de 1990-1991), o
a cambios en las politicas (como la transformacion de un sistema de tasa de cambio fija por otro
sistema flexible, alrededor de 1973) o por acciones tomadas por el Congreso estadounidense (por
ejemplo, los cambios impositivos iniciados por el presidente Reagan durante sus dos periodos de
gobierno, o por los cambios en los salarios minimos), u otras causas diversas.

(Como saber que de verdad ocurrié un cambio estructural? Para ser especificos, considere
los datos de la tabla 8.9 sobre el ingreso personal disponible y el ahorro personales, en miles de
millones de dolares, para Estados Unidos de 1970 a 1995. Suponga que deseamos estimar una
sencilla funcion ahorro que relacione el ahorro (Y) con el ingreso personal disponible IPD (X).
Como tenemos los datos se puede calcular una regresion por MCO de Y sobre X. Pero, al hacerlo,
afirmamos que la relacion entre ahorros e IPD no cambi6 mucho durante el lapso de 26 aios. Este
tal vez sea un supuesto dificil de creer. Por ejemplo, se sabe muy bien que en 1982 Estados Uni-
dos experiment6 su peor recesion en tiempos de paz. La tasa de desempleo civil alcanzoé 9.7%,



TABLA 8.9

Ahorro e ingreso perso-
nal disponible (en miles
de millones de dolares)
para Estados Unidos,
1970-1995

Fuente: Economic Report of the
President, 1997, tabla B-28,
p. 332.
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Observacion Ahorro Ingreso Observacion Ahorro Ingreso
1970 61.0 727.1 1983 167.0 25224
1971 68.6 790.2 1984 235.7 2810.0
1972 63.6 855.3 1985 206.2 3002.0
1973 89.6 965.0 1986 196.5 3187.6
1974 97.6 1054.2 1987 168.4 3 363.1
1975 104.4 1159.2 1988 189.1 3 640.8
1976 96.4 1273.0 1989 187.8 3894.5
1977 92.5 1401.4 1990 208.7 4166.8
1978 112.6 1580.1 1991 246.4 4343.7
1979 130.1 1769.5 1992 272.6 4613.7
1980 161.8 1973.3 1993 214.4 4790.2
1981 199.1 2 200.2 1994 189.4 5021.7
1982 205.5 23473 1995 249.3 5320.8

la mas alta desde 1948. Un suceso como éste pudo perturbar la relacion entre el ahorro y el IPD.
Para ver si lo anterior sucedio, dividamos la muestra ¢n dos periodos: 1970-1981 y 1982-1995,
antes y después de la recesion de 1982.

Ahora tenemos tres posibles regresiones:

Periodo 1970-1981: Y, = A1 + A X, + uyy n =12 (8.7.1)
Periodo 1982-1995: Y, = y; + y2X7+ n, =14 (8.7.2)
Periodo 1970-1995: Y, = oy 00X+ wy n=n +n)=26 (8.7.3)

La regresion (8.7.3) supone que no‘hay diferencia entre los dos periodos, y por tanto estima la
relacion entre el ahorro y el [PDpara la totalidad del periodo, que consiste en 26 observaciones.
En otras palabras, esta regresion supone que el intercepto, asi como el coeficiente de la pendiente,
permanecen constantes.durante todo el periodo; es decir, no hay cambio estructural. Si ésta fuera
la situacion, entonces ¢ = A = |y 0p = Ay = V.

Las regresiones (8.7.1) y (8.7.2) suponen que las regresiones en ambos periodos son distintas;
es decir, el intercepto y los coeficientes de las pendientes son diferentes, como se indica mediante
los parametros“con subindice. En las regresiones anteriores, las u representan los términos de
error ylas n el nimero de observaciones.

Para'los datos de la tabla 8.9, las contrapartes empiricas de las tres regresiones anteriores son
las siguientes:

Y, = 1.0161 + 0.0803 %,

t= (0.0873) (9.6015) (8.7.1a)
R*=0.9021  SCR; =1785.032 gl =10

Y, = 153.4947 + 0.0148X,
r= (4.6922) (1.7707) (8.7.2a)
R?=02971  SCR, = 10005.22 gl =12

Y, =62.4226 + 0.0376 X, + - - -
f= (4.8917) (8.8937) +--- (8.7.3a)
R*=10.7672  SCR; =2324830 gl =24
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FIGURA 8.3
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En las regresiones anteriores, SCR denota la suma de cuadrados residual, y las cifras entre parén-
tesis son los valores estimados ¢.

Una mirada a las regresiones estimadas indica que‘la‘telacion entre el ahorro y el IPD no es
la misma en los dos subperiodos. La pendiente en‘las regresiones anteriores de ahorro-ingreso
representa la propensiéon marginal a ahorrar (PMA); es decir, el cambio (medio) en el aho-
rro como resultado del incremento de un dolar en el ingreso personal disponible. En el periodo
1970-1981 la PMA fue de casi 0.08, en tanto que para el periodo 1982-1995 fue de casi 0.02.
Resulta dificil decir si este cambio se debié.a laspoliticas econdmicas del presidente Reagan. Lo
anterior indica, ademads, que quiza no_sea‘adecuada la regresién conjunta (8.7.3a), es decir, la
que reune las 26 observaciones y-€fectia una regresion comun sin tener en cuenta las posibles di-
ferencias en los dos subperiodos. Por, supuesto, las afirmaciones anteriores necesitan justificarse
por prueba(s) estadistica(s) apropiada(s). A proposito, los diagramas de dispersion y las lineas de
regresion estimadas se muéstran en la figura 8.3.

Ahora bien, las posibles diferencias —es decir, los cambios estructurales— quiza se deban a
diferencias en el interceptoro en el coeficiente de la pendiente, o a ambos. ;Como saberlo? De la
figura 8.3 se obtiene una intuicion grafica. Pero resulta util contar con una prueba formal.

Aqui es donde la prueba de Chow muestra su valia.'> La prueba supone que:

L. uy, ¥ N(QO, %) y uy ~ N(O, o2). Es decir, los términos de error en las regresiones de los sub-
periodos estan normalmente distribuidos con la misma varianza (homoscedastica) 2.

25 Los dos términos de error (), y uy,) estan independientemente distribuidos.
Los mecanismos de la prueba de Chow son los siguientes:

1. Se estima la regresion (8.7.3), que resulta apropiada si no hay inestabilidad en los parame-
tros, y se obtiene SCR3 con gl = (n; + n; — k), donde & es el numero de parametros estimado, 2
en este caso. Para el ejemplo, SCR3 = 23 248.30. Se llama a SCRj la suma de cuadrados resi-
dual restringida (SCRR), pues se obtiene al imponer las restricciones que A; = y; Yy A, = y»; s
decir, las regresiones de los subperiodos no son diferentes.

2. Estime (8.7.1) y obtenga su suma de residuos al cuadrado, SCRy, con gl = (n; — k). En el
ejemplo, SCR; =1 785.032 y gl = 10.

3. Estime (8.7.2) y obtenga su suma de residuos al cuadrado, SCR,, con gl = (n, — k). En el
ejemplo, SCR, =10 005.22 y gl = 12.

15 Gregory C. Chow, “Tests of Equality Between Sets of Coefficients in Two Linear Regressions”, Econome-
trica, vol. 28, nim. 3, 1960, pp. 591-605.
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4. Como los dos conjuntos de muestras se consideran independientes, se pueden sumar
SCR; y SCR; para obtener lo que se puede llamar suma de cuadrados residual no restringida
(SCRnR), es decir:

SCRnr = SCR; + SCR, con gl =(n +n— Zk)
En el caso presente,
SCRyr = (1 785.032 + 10 005.22) = 11 790.252

5. Ahora bien, la idea que fundamenta la prueba de Chow es que si de hecho no existe un cam-
bio estructural [es decir, las regresiones (8.7.1) y (8.7.2) son esencialmente las mismas], SCRg y
SCRyr no deben ser estadisticamente diferentes. Por tanto, si formamos la siguiente razon:

_ (SCRg — SCRxgr)/k
~ (SCRnRr)/(n1 + ny — 2k)

~ Flk,(n i —20)) (8.7.4)

Chow demostrd que, segun la hipotesis nula, las regresiohes (8:7:1) y (8.7.2) son (estadistica-
mente) iguales (es decir, no hay cambios estructurales ni rupturas), asi que la razén F' dada antes
sigue una distribucién F con ky (n; + np — 2k) gl enel numerador y denominador, respectiva-
mente.

6. Por tanto, no rechazamos la hipdtesis ntla de la estabilidad paramétrica (es decir, no hay
cambio estructural) si el valor F calculado’en la aplicacion no excede el valor critico F* obtenido
de la tabla F en el nivel elegido de significancia (o el valor p). En este caso se justificaria la re-
gresion conjunta (;restringida?) (8.7:3)=Por ¢l contrario, si el valor F calculado excede el valor
critico F', rechazamos la hipdtesis.de lai€stabilidad paramétrica y concluimos que las regresiones
(8.7.1) y (8.7.2) son diferentess‘en cuyo €aso la regresion conjunta (8.7.3) es de dudoso valor, por
decir lo menos.

De regreso al ejemplo,.tenemos.que

(2324830 — 11790.252)/2
- (11 790.252)/22 (8.7.5)

= 10.69

De las tablas F vemos que para 2 y 22 gl el valor critico £ a 1% es de 7.72. Por tanto, la probabi-
lidad de obtener un valor F igual o mayor que 10.69 es mucho menor que 1%; de hecho, el valor
p s6lo es 0.00057.

Ea prueba de Chow, por tanto, parece apoyar la anterior conjetura de que la relacion ahorro-
ingreso sufridé un cambio estructural en Estados Unidos en el periodo 1970-1995, pues da por
hecho que se satisfacen las suposiciones subyacentes en la prueba. Diremos mas al respecto muy
pronto.

A proposito, observe que la prueba de Chow se generaliza con facilidad para abarcar casos de
mas de una ruptura estructural. Por ejemplo, si pensamos que la relacion ahorro-ingreso cambid
después de que el presidente Clinton asumi6 el cargo en enero de 1992, dividimos la muestra en
tres periodos: 1970-1981, 1982-1991 y 1992-1995, y aplicamos la prueba de Chow. Por supuesto,
se tendran cuatro términos SCR, uno para cada subperiodo y otro para todos los datos juntos.
Pero la 16gica de la prueba sigue siendo la misma. Ahora disponemos de los datos para 2007, por
lo que se puede extender el ultimo periodo hasta ese afio.

Se deben tener presente algunas advertencias respecto de la prueba de Chow:

1. Las suposiciones en la prueba deben satisfacerse. Por ejemplo, se debe averiguar si las
varianzas de los errores en las regresiones (8.7.1) y (8.7.2) son las mismas. Analizaremos pronto
este punto.
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2. Laprueba de Chow dira sélo si las dos regresiones (8.7.1) y (8.7.2) son diferentes, pero no
sefalard si la diferencia se debe a los interceptos o a las pendientes, o a ambos. Pero en el capitu-
lo 9, sobre variables dictomas, veremos como responder lo anterior.

3. La prueba de Chow supone que se conoce(n) el(los) punto(s) de ruptura estructural. En el
ejemplo anterior supusimos que se dio en 1982. No obstante, si no es posible determinar cuando
ocurrié en verdad el cambio estructural, habra que utilizar otros métodos.'®

Antes de finalizar con el tema de la prueba de Chow y la regresion ahorro-ingreso, examinare-
mos una de las suposiciones implicitas en dicha prueba, a saber, que las varianzas de los errores
en los dos periodos son las mismas. Como no pueden observarse las verdaderas varianzas de
los errores se pueden obtener sus estimaciones a partir de las SCR dadas en las regresiones
(8.7.1a) y (8.7.2a), a saber:

., SCRy _ 1785.032

62 = = = 178.5032 (8.7.6)
ny — 2 10
SCR,  10005.22

62 = 2 = = 8337683 (8.7.7)

n,—2  14=2

Observe que, como hay dos parametros estimados en/cada ecudcion, se resta 2 al numero de
observaciones para obtener los gl. Segtin los supuestes en la,prueba de Chow, 67 y 67 son estima-
dores insesgados de las verdaderas varianzas de 10s,dos subperiodos. Como resultado, se puede
probar que si 67 = 67, es decir, las varianzas.en las dos subpoblaciones son las mismas (como
supuso la prueba de Chow), entonces se demuestra, que
(6275
67 )o
/i
=7 Fon—i,(m—k) (8.7.8)
(63/03)
sigue una distribucion F con (#1; — k)\yAn; — k) gl en el numerador y el denominador, respectiva-
mente (para este ejemplo, k = 2), porque s6lo hay dos parametros en cada subregresion.
Por supuesto, si 62 = 65 la prueba F anterior se reduce a calcular
~2
1

F= (8.7.9)

&3

Nota: Por.conyencion, se coloca la mas grande de las varianzas estimadas en el numerador. (Véase
el apéndice-A para detalles sobre la distribucion F'y otras distribuciones de probabilidad.)

Sivcalculamos esta F' en una aplicacion y la comparamos con el valor critico F que tenga los
apropiados gl, podemos decidir rechazar o no la hipdtesis nula de que las varianzas en las dos
subpeblaciones son las mismas. Si no rechazamos la hipotesis nula se puede utilizar la prueba
de Chow.

De nuevo en la regresion ahorro-ingresos, obtenemos el siguiente resultado:

_ 833.7683

= ——— =4.6701 7.
178.5032 670 (8.7.10)

Seguin la hipotesis nula de la igualdad de las varianzas en las dos subpoblaciones, este valor F
sigue la distribucion F con 12 y 10 gl en el numerador y denominador, respectivamente. (Nota:
Se puso la mayor de las dos varianzas estimadas en el numerador.) De las tablas F del apéndice
D se ve que los valores criticos F'de 5y 1% para 12y 10 gl son 2.91 y 4.71, respectivamente. El

16 Para un anélisis detallado, véase William H. Greene, Econometric Analysis, 4a. ed., Prentice Hall, Englewood
Cliffs, Nueva Jersey, 2000, pp. 293-297.
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valor calculado F'es significativo en el nivel de 5% y es casi significativo en el de 1%. Por tanto,
la conclusién seria que las varianzas de las dos subpoblaciones no son iguales y, por tanto, en
sentido estricto, no debemos utilizar la prueba de Chow.

Aqui el proposito fue presentar el procedimiento de la prueba de Chow mas comun en el tra-
bajo aplicado. Si las varianzas de los errores en las dos subpoblaciones son heteroscedasticas, se
puede modificar la prueba de Chow. Pero el procedimiento trasciende el alcance de este libro.!”

Otro punto en el que ya hicimos hincapié fue en que la prueba de Chow es sensible a la elec-
cion del tiempo en que los parametros de la regresion deben cambiarse. En este ejemplo, supu-
simos que el cambio tal vez tuvo lugar en la recesion de 1982. Si hubiésemos supuesto que fue
en 1981, cuando Ronald Reagan comenzo su mandato, se descubriria que el valor F calculado es
diferente. De hecho, en el ejercicio 8.34 se pide al lector verificar esto.

Sino deseamos elegir el punto en el que pudo ocurrir la ruptura de la relacion subyacente, ele-
gimos otros métodos, como la prueba residual recursiva. Analizaremos este tema en el capitulo
13, que trata sobre el analisis de especificacion del modelo.

8.8 Prediccion con regresion multiple

En la seccion 5.10 mostramos que el modelo estimado de regresion con dos variables sirve para
1) prediccion de la media, es decir, prediccion puntual sobre la funcion de regresion poblacional
(FRP), y también para 2) prediccion individual; es'decir, prediccion de un valor individual de 7,
dado el valor de la regresora X = X, donde X es el valor numérico especifico de X.

La regresion multiple estimada también'sirve'para fines similares, y el procedimiento para ha-
cerlo es una extension directa del caso derdos variables, con excepcion de las formulas para esti-
mar la varianza y el error estandar-de los yalores de pronostico [comparables a (5.10.2) y (5.10.6)
del modelo con dos variables]; las cualés son mas bien complejas y se manejan mejor mediante
los métodos matriciales estudiados.€n el apéndice C. Por supuesto, la mayoria del software de
regresion efectuia esto de manera rutinaria, asi que no hay necesidad de recurrir a la formulacion
matricial, la cual se.da en‘el apéndice C para beneficio de los estudiantes con inclinaciones ma-
tematicas. Ahi también.se proporciona un ejemplo completo.

*8.9 La triada de las\prnebas de hipotesis: razon de verosimilitud

(RV), de Wald (W) y del multiplicador de Lagrange (ML)'®

En este capitulo y en los anteriores utilizamos, generalmente, las pruebas ¢, F'y ji cuadrada para
probar diversas hipotesis en el contexto de los modelos de regresion lineal (en parametros). Pero
una vez que salimos del comodo mundo de los modelos de regresion lineal, se necesitan métodos
para probar hipdtesis con los que se manejen modelos de regresion, lineales o no lineales.

Con la conocida triada de pruebas de verosimilitud, de Wald y del multiplicador de La-
grange se logra este propoésito. Lo interesante es que asintoticamente (es decir, en muestras

*Opcional.

17 para un estudio de la prueba de Chow con heteroscedasticidad, véase William H. Greene, Econometric
Analysis, 4a. ed., Prentice Hall, Englewood Cliffs, Nueva Jersey, 2000, pp. 292-293, y Adrian C. Darnell, A
Dictionary of Econometrics, Edward Elgar, Reino Unido, 1994, p. 51.

8 Véase una exposicién sencilla en A. Buse, “The Likelihood Ratio, Wald and Lagrange Multiplier Tests: An
Expository Note”, American Statistician, vol. 36, 1982, pp. 153-157.
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grandes) las tres pruebas son equivalentes en cuanto a que la estadistica de prueba asociada a
cada prueba sigue la distribucion ji cuadrada.

Aunque estudiaremos la prueba de la razén de verosimilitud en el apéndice de este capitulo,
en general no utilizaremos este tipo de pruebas en este libro de texto por la razén pragmatica
de que en muestras pequefias o finitas, que son las que, por desgracia, maneja la mayoria de los
investigadores, bastara la prueba F' que hemos visto hasta ahora. Como lo anotan Davidson y
MacKinnon:

Para modelos de regresion lineal, con errores normales o sin ellos, no hay necesidad de revisar ML,
W y RV, pues, al hacerlo no se gana informacién adicional a la contenida en F."

*8.10 Prueba de la forma funcional de la regresion:

eleccion entre modelos de regresion lineal y log-lineal

La seleccion entre un modelo de regresion lineal (la regresora es una funcion lineal de las regre-
soras) o un modelo de regresion log-lineal (el logaritmo de la regresora es funcion de los logarit-
mos de las regresoras) es la eterna pregunta en el analisis empirico, Se puede utilizar una prueba
propuesta por MacKinnon, White y Davidson, que se dénomina,.por brevedad, prueba MWD,
para escoger entre los dos modelos.?°

Para ilustrar esta prueba suponga lo siguiente:

Hy: Modelo lineal: Y es una funcion lineal.de las regresoras, las X.

H,y: Modelo log-lineal: In Y es funcign lineal de lps logaritmos de las regresoras, los logaritmos
de las X.

donde, como es usual, Hy y H; denetan las hipotesis nula y alterna.

La prueba MWD comprende 1os siguientes pasos:?!

Paso I: Estime el modelo'lineal y obtenga los valores Y estimados. Llamelos Y f (es decir, )4 ).

Paso II: Estime el medelo log-lineal y obtenga los valores In Y estimados; denomine In f (es
decir, In Y.

Paso III: Obtenga Z, =/In Yf — In f).

Paso IV: Efectue la regresion de Y sobre las X'y Z; obtenida en el paso III. Rechace Hj si el
coeficiente de Z; es estadisticamente significativo mediante la prueba 7 usual.

Paso’V: Obtenga Z, = (antilog de In f — Yf).

PasoVI: Efectie la regresion del logaritmo de Y sobre los logaritmos de las X'y Z;. Rechace
H, si el'coeficiente de Z; es estadisticamente significativo mediante la prueba ¢ usual.

Aunque la prueba MWD parece compleja, su logica es muy simple. Si el modelo lineal es en rea-
lidad el modelo correcto, la variable construida Z; no debe ser estadisticamente significativa en
el paso IV, pues en ese caso los valores Y estimados del modelo lineal y los estimados del modelo
log-lineal (después de obtener sus valores antilog para efectos comparativos) no deben diferir. El
mismo comentario vale para la hipdtesis alterna H,.

*Opcional.

19 Russell Davidson y James G. MacKinnon, Estimation and Inference in Econometrics, Oxford University Press,
Nueva York, 1993, p. 456.

20), Mackinnon, H. White y R. Davidson, “Tests for Model Specification in the Presence of Alternative Hypo-
thesis: Some Further Results”, Journal of Econometrics, vol. 21, 1983, pp. 53-70. Se propone una prueba
similar en A. K. Bera y C. M. Jarque, “Model Specification Tests: A Simultaneous Approach”, Journal of Econo-
metrics, vol. 20, 1982, pp. 59-82.

21 Este anélisis se basa en William H. Greene, ET: The Econometrics Toolkit Version 3, Econometric Software,
Bellport, Nueva York, 1992, pp. 245-246.
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EJEMPLO 8.5
Demanda de rosas

Consulte el ejercicio 7.16, en el cual se presenta informacion sobre la demanda de rosas en el
area metropolitana de Detroit de 1971-lll a 1975-Il. Para fines ilustrativos consideraremos la
demanda de rosas como funcién sélo de los precios de las rosas y de los claveles, y dejaremos
fuera, por el momento, la variable ingreso. Ahora consideremos los siguientes modelos:

Modelo lineal: Y= a1 + axXor + a3 X3t + Up (8.10.1)
Modelo log-lineal: InYi= B1 + B2 InXoe + B3 In X3¢ + ue (8.10.2)

donde Y es la cantidad de rosas por docenas, X; es el precio promedio de las rosas al mayoreo
($/docena) y X; es el precio promedio de los claveles al mayoreo ($/docena). Se espera, a priori,
que o y B2 sean negativos (;por qué?), y que a3 y B3 sean positivos (;por qué?). Como se sabe,
los coeficientes de pendiente en los modelos log-lineal son coeficientes de elasticidad.

Los resultados de las regresiones son los siguientes:

Ye=9734.2176 — 3 782.1956X,: + 2 815.2515X3;

t=  (3.3705) (—6.6069) (2.9712) (8.10.3)
F=21.84 R?=0:.77096

InY, = 9.2278 — 1.7607 InXy + 1.3398Th X3,
t=(16.2349) (—5.9044) (2.5407) (8.10.4)
F=17.50 ;R2=\0.7292

Como lo indican estos resultados, ambos modelos, el lineal y el log-lineal, parecen ajustarse a la
informacién razonablemente bién: |0s,pafametros tienen los signos esperados y los valores ty R?
son estadisticamente significativos,

Para decidir entre estos modelos con base en la prueba MWD, se prueba primero la hip6-
tesis de que el modelo.verdadero es lineal. Luego, segin el paso IV de la prueba, obtenemos la
siguiente regresion:

Y. =9727.5685 — 3783.0623X; + 2 817.7157 X3, + 85.23197;,
t= (3.2178)  (—6.3337) (2.8366) (0.0207) (8.10.5)
F=13.44 R?=0.7707
Como elcoeficiente de Z; no es estadisticamente significativo (el valor p del t estimado es 0.98),
no rechazamos la hipétesis de que el verdadero modelo es lineal.
Suponga que aceleramos el proceso y que el verdadero modelo es log-lineal. Segin el paso
VI de la prueba MWD, obtenemos los siguientes resultados de la regresion:
INY,= 9.1486 — 1.9699InX;+ 1.5891InX;— 0.0013Z
t=(17.0825) (—6.4189) (3.0728) (—1.6612) (8.10.6)
F=14.17 R? =0.7798

El coeficiente de Z; es estadisticamente significativo en un nivel de significancia de 12% (el valor
p es 0.1225). Por consiguiente, podemos rechazar la hipétesis de que el verdadero modelo es
log-lineal en este nivel de significancia. Por supuesto, si utilizamos los niveles de significancia
convencionales de 1 y 5%, entonces no podemos rechazar la hipétesis de que el verdadero
modelo es log-lineal. Como muestra este ejemplo, es muy posible que en una situacion dada no
podamos rechazar una u otra de las especificaciones.
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Resumen y 1. En este capitulo se extendieron y refinaron las ideas sobre estimacion por intervalos y pruebas
conclusiones de hipotesis presentadas en el capitulo 5 en el contexto del modelo de regresion lineal con dos
variables.

2. En la regresion multiple, la prueba de significancia individual de un coeficiente de regresion
parcial (con la prueba #) y la prueba de la significancia general de la regresion (es decir, Hy:
todos los coeficientes de pendiente parcial son cero o R? = 0) no son la misma cosa.

3. En particular, encontrar que uno o mas coeficientes de regresion parcial no son estadistica-
mente significativos con base en la prueba ¢ individual no significa que todos los coeficientes
de regresion parcial (colectivamente) tampoco sean significativos. Esta ultima hipotesis solo
se prueba mediante la prueba F.

4. La prueba F tiene gran versatilidad, pues con ella se pueden probar diversas hipotesis, como
1) si un coeficiente de regresion individual es estadisticamente significativo, 2) si todos los
coeficientes de pendiente parciales son cero, 3) si dos 0 mas coeficientes son estadisticamente
iguales, 4) si los coeficientes satisfacen algunas restricciones/lineales y 5) si el modelo de
regresion posee estabilidad estructural.

5. Como en el caso de dos variables, el modelo de regresion multiple sirve para fines de predic-
cion de media y/o individual.

EJERCICIOS Preguntas

8.1. Suponga que desea estudiar el comportamiento de las ventas de un producto, por ejemplo,
automoviles, sobre un numero-de afios, y suponga que alguien sugiere ensayar los siguien-
tes modelos:

Y, = Bo + it
Y, = ap + ot +Ol2l2
donde Y; = ventas'en gl tiempo ¢y ¢ = tiempo, medido en afios. El primer modelo postula

que la variable ventas es una funcion lineal del tiempo, mientras que el segundo plan-
tea que-esfuncion cuadratica del tiempo.

a) .Analice las propiedades de estos modelos.
b) (Edmo decidiria entre los dos modelos?
¢) ¢En qué situaciones seria 1til el modelo cuadratico?

d) Obtenga informacion sobre ventas de automoviles en Estados Unidos durante los pasa-
dos 20 afios y vea qué modelo se ajusta mejor a los datos.

8.2. Demuestre que la razon F de (8.4.16) es igual a la razon F de (8.4.18). (Sugerencia: SCE/
SCT =R?)

8.3. Demuestre que las pruebas F de (8.4.18) y (8.6.10) son equivalentes.
8.4. Justifique los supuestos en (8.6.11) y (8.6.12).

8.5. Considere la funcion de produccion Cobb-Douglas
Y=ﬂ1L52K53 M

donde Y = produccion, L = insumo trabajo y K = insumo capital. Al dividir (1) entre K
obtenemos:

(Y/K) = Bi(L/K)» KPPt (2)
Al tomar el logaritmo natural de (2) tenemos:

In(Y/K)=Bo+ B2In(L/K)+(Bo+Bs—1DIn K +u; 3)
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donde Bo = In Bi.

a) Suponga que tenia informacion para hacer la regresion (3). ;Como probaria la hipote-
sis de que hay rendimientos constantes a escala, es decir, (8, + B3) = 1?

b) De existir rendimientos constantes a escala, jcomo interpretaria la regresion (3)?

c¢) (Hay alguna diferencia si divide (1) entre L en lugar de hacerlo entre K?

8.6. Valores criticos de R? cuando la verdadera R* = 0. La ecuacion (8.4.11) da la relacion
entre F'y R? segtin la hipétesis de que todos los coeficientes de pendiente parciales son
simultaneamente iguales a cero (es decir, R* = 0). De la misma manera en que podemos
encontrar el valor F critico en el nivel de significancia « de la tabla F, es posible encontrar
el valor R? critico a partir de la siguiente relacion:

5 (k—1)F
(k= DF +(n—k)

donde £ es el numero de parametros en el modelo de regresion, inclusive el intercepto,
y donde F es el valor F critico en el nivel de significancia a. Si el R? observado excede el
R? critico obtenido de la formula anterior rechazamos la hipétesis de que el verdadero R?
es cero.

Establezca la férmula anterior y encuentre el valor R? critico (para o = 5%) para la
regresion (8.1.4).

8.7. Con base en informacion anual de los afios 1968-1987 se obtuvieron los siguientes resul-
tados de regresion:

A

Y, = —859.92 4 0.6470X5,0= 2349545,  R>=0.9776 (M
Y, = —261.09 + 0.2452%,, R? = 0.9388 )

donde Y = gasto de Estades Unidos en bienes importados, miles de millones de dolares
de 1982, X, = ingrese_personal disponible, miles de millones de ddlares de 1982 y X5 =
variable de tendencia. Cierto o falso: El error estandar de X3 en (1) es 4.2750. Muestre sus
calculos. (Sugerencia: Utilice la relacion entre R, Fy t.)

8.8. Suponga que en la‘regresion
In(Y;/Xp) =1 +opIn Xy +a3ln X3 +u;

se conocen los valores de los coeficientes de regresion y sus errores estandar.* Asi, jcomo
estimaria los parametros y los errores estandar del siguiente modelo de regresion?

InY; =B+ B In Xy + B3 In X5 +u;
8.9. Suponga lo siguiente:
Yi = Bir + BaXoi + B3 Xsi + BaXoi Xzi +u;

donde Y es el gasto de consumo personal, X; es el ingreso personal y Xj es la riqueza per-
sonal.” El término (X»; X3;) se conoce como término de interaccion. ;Qué significa esta
expresion? ;Como probaria la hipotesis de que la propension marginal a consumir (PMC)
(es decir, B;) es independiente de la riqueza del consumidor?

* Adaptado de Peter Kennedy, A Guide to Econometrics, the MIT Press, 3a. ed., Cambridge, Massachusetts,
1992, p. 310.

t Ibid., p. 327.
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8.10. Se le dan los siguientes resultados de regresion:

8.11.

¥, = 16899 — 2978.5X5, R*=0.6149
t=  (85152)  (—4.7280)

T, = 97342  —37822Xy + 2815X; R? = 0.7706
t= (33705  (—6.6070) (2.9712)

(Puede encontrar el tamafio de la muestra en la cual se basan estos resultados? (Sugeren-
cia: Recuerde la relacion entre los valores de R, Fy t.)

Con base en el analisis de pruebas de hipotesis individuales y conjuntas a partir de las
pruebas ¢ y F respectivamente, /cuales de las siguientes situaciones son probables?

1.

Rechazar la nula conjunta con base en el estadistico F, pero no rechazar cada nula por
separado con base en las pruebas ¢ individuales.

. Rechazar la nula conjunta con base en el estadistico F, rechazar una hipotesis individual

con base en la prueba ¢ y no rechazar otras hipotesis individuales con base en la prue-
ba t.

Rechazar la nula conjunta con base en el estadistico F, y; rechazar cada hipdtesis nula
por separado con base en pruebas ¢ individuales.

No rechazar la nula conjunta con base en gl estadistico F, y no rechazar cada nula por
separado con base en las pruebas ¢ indiyiduales.

. No rechazar la nula conjunta con base'en el estadistico F, rechazar una hipoétesis indivi-

dual con base en una prueba 7 y no rechazar otras hipotesis individuales con base en la
prueba ¢.

No rechazar la nula conjunta con’base en el estadistico F, pero rechazar cada nula por
separado con base en priebasy individuales.*

Ejercicios empiricos

8.12. Consulte el ejereicio 721!

8.13.

a)

b)

¢)
d)

e)

(Cuales son las\elasticidades del ingreso real y de la tasa de interés de los balances
reales de efectivo?

;Son las elasticidades anteriores, consideradas en forma individual, estadisticamente
significativas?
Pruebe la significancia general de la regresion estimada.

4Es la elasticidad del ingreso de la demanda por balances reales de efectivo significati-
vamente diferente de la unidad?

¢Debe conservarse en el modelo la variable tasa de interés? ;Por qué?

De los datos de 46 estados de Estados Unidos para 1992, Baltagi obtuvo los siguientes
resultados de regresion:’

logC = 430 — 1.34log P+ 0.17log ¥
ee =(0.91) (0.32) (0.20) R?* =027

donde C = consumo de cigarrillos, paquetes al afio

P = precio real por paquete
Y = ingreso disponible real per capita

* Citado de Ernst R. Berndt, The Practice of Econometrics: Classic and Contemporary, Addison-Wesley, Reading,
Massachusetts, 1991, p. 79.

fVéase Badi H. Baltagi, Econometrics, Springer-Verlag, Nueva York, 1998, p. 111.
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a) (Cual es la elasticidad de la demanda para los cigarrillos respecto del precio? (Es esta-
disticamente significativa? Si ése es el caso, /es estadisticamente diferente de 1?

b) (Cual es la elasticidad del ingreso de la demanda de cigarrillos? ;Es estadisticamente
significativa? Si no es asi, /cudles serian las razones?

¢) (Cémo obtendria R* de la R? ajustada dada antes?

8.14. De una muestra de 209 empresas, Wooldridge obtuvo los siguientes resultados de regre-
sion:*

log (salario) = 4.32 + 0.280 log (ventas) + 0.0174 rc + 0.00024 rae

ce = (0.32) (0.035) 0.0041)  (0.00054)
R*=0.283

donde salario = salario del director general
ventas = ventas anuales de la empresa
rc = rendimientos del capital, en porcentaje
rae = rendimientos de las acciones de la empresa.

y donde las cifras entre paréntesis son los errores estandar estimados.

a) Interprete la regresion anterior tomando en cuenta cualesquiera expectativas que tenga
respecto de los signos de los distintos.Coeficientes.

b) (Cuales de los coeficientes son estadisticamente significativos en lo individual, en el
nivel de 5%?

¢) ¢Cual es la significancia general'de la‘regresion? ;Qué pruebas utilizaria? ;Por qué?

d) (Puede interpretar los coeficientes rc y raec como coeficientes de elasticidad? ;Por
qué?

8.15. Si se supone que Y y X5, X3, /. . , X siguen una distribucién normal conjunta y que la

hipétesis nula planteasque las correlaciones parciales poblacionales son individualmente
iguales a cero, R-A, Fishér demostré que

_ ra3saNvn—k—2

/ 2
1 =754

sigue Ta-distribucion ¢ con n — k — 2 gl, donde £ es el coeficiente de correlacion parcial
de grado £y n es el nimero total de observaciones. (Nota: 7,3 es un coeficiente de corre-
lacion parcial de primer orden, 71,34 €s un coeficiente de correlacion parcial de segundo
orden y asi sucesivamente.) Consulte el ejercicio 7.2. Si se supone que Yy X» y X3 siguen
una distribucién normal conjunta, calcule las tres correlaciones parciales 71,3, 7132 Y 723.1,
y pruebe su significancia segun la hipdtesis de que las correlaciones poblacionales corres-
pondientes son individualmente iguales a cero.

t

8.16. Al estudiar la demanda de tractores agricolas en Estados Unidos durante los periodos
1921-1941 y 1948-1957, Griliches' obtuvo los siguientes resultados:

lo/g?, = constante — 0.519 log X, — 4.933 log X3, R?=0.793
(0.231) (0.477)

*Véase Jeffrey M. Wooldridge, Introductory Econometrics, South-Western Publishing, 2000, pp. 154-155.
tZ. Griliches, “The Demand for a Durable Input: Farm Tractors in the United States, 1921-1957”, en The
Demand for Durable Goods, Arnold C. Harberger (ed.), The University of Chicago Press, Chicago, 1960,
tabla 1, p. 192.
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donde Y; = valor de las existencias de tractores en las granjas el 1 de enero, en dolares de
1935-1939, X, = indice de precios pagado por los tractores dividido entre un indice
de precios recibidos por todas las cosechas en el tiempo ¢ — 1, X3 = tasa de interés preva-
lente en el afio £ — 1, y los errores estandar estan dados entre paréntesis.

a) Interprete la regresion anterior.

b) ¢Son los coeficientes de pendiente estimados estadisticamente significativos de manera
individual? ;Son significativamente diferentes de la unidad?

¢) Utilice la técnica de analisis de varianza para probar la significancia de la regresion en
general. Sugerencia: Utilice la variante R? de la técnica ANOVA.

d) (Como calcularia la elasticidad tasa de interés de la demanda de tractores agricolas?
e) (Cémo probaria la significancia del R? estimado?

8.17. Considere la siguiente ecuacion de determinacion de salarios para la economia britanica*
durante el periodo 1950-1969:

W, = 8.582 + 0.364(PF),+ 0.004(PF)._, — 2.5601,
(1.129)  (0.080) (0.072) (0£658)
R*=0.8734 gl'=45

donde W = sueldos y salarios por empleado
PF = precios del producto final al factor.de costo
U = desempleo en Gran BretafiaComo porcentaje del numero total de empleados de
Gran Bretana
t = tiempo
(Las cifras en paréntesis sondos.errores estandar estimados.)
a) Interprete la ecuacion anterior.
b) (Son los coeficientes,estimados individualmente significativos?
¢) ¢Cual es el razonamiento para introducir (PF),_;?
d) (Debe eliminarse del modelo la variable (PF),_;? ;Por qué?
e) (Como calcularia la elasticidad de sueldos y salarios por empleado respecto de la tasa
de desempleo U?

8.18. Una variacion de la ecuacion de determinacion de salarios del ejercicio 8.17 es la si-
. .T
guiente:

W, =/1.073 + 5288V, — 0.116X,+ 0.054M,+ 0.046M,_,
(0.797)  (0.812)  (0.111)  (0.022)  (0.019)
R*=10.934 gl =14

donde W = sueldos y salarios por empleado
V' = empleos vacantes como porcentaje del numero total de empleados en Gran
Bretafia
X = producto interno bruto por persona empleada
M = precios de importaciones

M,_ = precios de importaciones en el afio anterior (o rezagado)

(Los errores estandar estimados estan dados entre paréntesis.)

*Tomado de Prices and Earnings in 1951-1969: An Econometric Assessment, Departamento de Empleo,
HMSO, 1971, ecuacién (19), p. 35.

Ibid., ecuacién (67), p. 37.
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a) Interprete la ecuacion anterior.

b) (Cuales de los coeficientes estimados son estadisticamente significativos individual-
mente?

¢) ¢(Cual es el razonamiento para la introduccion de la variable X? A priori, jse espera que
el signo de X sea negativo?

d) (Cual es el propésito de incluir M; y M;_; en el modelo?
e) (Cuales variables pueden sacarse del modelo? ;Por qué?
f) Pruebe la significancia general de la regresion observada.

Para la funcion de demanda de pollos estimada en (8.6.24), jes la elasticidad ingreso esti-
mada igual a 1? ;Es la elasticidad precio iguala —1?

Para la funcion de demanda (8.6.24), ;como probaria la hipotesis de que la elasticidad
ingreso es igual en valor pero opuesta en signo a la elasticidad precio de la demanda?
Muestre los calculos necesarios. (Nota: cov B, 3] = —0.00142.)

Consulte la funcion de demanda de rosas del ejercicio 7.16. Centre su atencion en la espe-
cificacion logaritmica.

a) (Cual es la elasticidad precio-propio de la demanda estimada (es decir, la elasticidad
respecto del precio de las rosas)?

b) (Es estadisticamente significativa?
c¢) De ser asi, ¢es significativamente diferente de la unidad?

d) A priori, jcuales son los signos ¢sperados‘de X; (precio de los claveles) y X, (ingreso)?
(Corresponden los resultados empiricos a estas expectativas?

e) Silos coeficientes de X3 y“Xi norson estadisticamente significativos, ;cudles pueden ser
las razones?
Consulte el ejercicio 7.17,telacionado con la actividad de exploracion de pozos.

a) (Es cada uno de 10s coeficientes de pendiente estimados estadisticamente significativo
individualmente en el'nivel de 5%?

b) (Rechazariala hipétesis de que R?* = 0?

¢) ¢(Cual es la tasa de crecimiento instantanea de la actividad de exploracion durante el
periodo 1948-1978? ;Cual es la tasa de crecimiento compuesta correspondiente?

Consulte los resultados de la regresion de los gastos de presupuesto de defensa de Estados

Unidos estimada en el ejercicio 7.18.

a) Comente, en términos generales, los resultados de regresion estimados.

b) Prepare la tabla ANOVA y pruebe la hipodtesis de que todos los coeficientes de pen-
diente parciales son iguales a cero.

La siguiente funcion se conoce como la funcion de produccion trascendental (FPT),
generalizacion de la conocida funcion de produccion Cobb-Douglas:

Y, = ﬁlLﬁzkﬂseﬁ4L+ﬁsK

donde Y = produccion, L = insumo trabajo y K = insumo capital.
Después de tomar logaritmos y de sumar el término de perturbacion estocastico, obtene-
mos la FPT estocastica como

InY; =Bo+ Bolnl; + B3 InK; + B4L; + BsK; +u;

donde By = In B;.
a) (Cuales son las propiedades de esta funcion?

b) Para reducir la FPT a la funcion de produccion Cobb-Douglas, ;cuales deben ser los
valores de B4y Bs?
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¢) Si tuviera la informacion, jcomo haria para encontrar la forma en la que la FPT se
reduce a la funcion de produccion Cobb-Douglas? ;Qué procedimiento de prueba uti-
lizaria?

d) Verifique si la FPT se ajusta a los datos de la tabla 8.8. Muestre sus célculos.

8.25. Precios de energia y formacion de capital: Estados Unidos, 1948-1978. Para probar la
hipétesis de que un aumento en el precio de la energia relativo a la produccion provoca
un descenso en la productividad del capital existente y de los recursos laborales, John A.
Tatom estimo la siguiente funcion de produccion para Estados Unidos, durante el periodo
trimestral 1948-1 a 1978-11:*

In(y/k)= 15492+ 0.7135In(h/k)— 0.1081 In(P,/P)
(1633)  (21.69) (—6.42)
+  0.0045¢ R*>=0.98
(15.86)

donde y = produccion real en el sector de negocios privado
k = una medida del flujo de servicios de.¢apital
h = horas por persona en el sector de negocios privado
P, = indice de precios al productor para combustible y productos relacionados
P = deflactor de precios del sector de neégocios privado
t = tiempo

Los niimeros en paréntesis son los estadisticos 7.

a) (Apoyan los resultados la-hipotesis'del autor?

b) Entre 1972y 1977, el precio relativo de la energia (P,/P) aument6d 60%. A partir de la
regresion estimadasicual esla pérdida en productividad?

¢) Después de permitir los,cambios en (4/k) y (P./P), ;cual fue la tendencia de la tasa de
crecimiento<de la productividad durante el periodo muestral?

d) ¢(Como interpreta€l valor del coeficiente de 0.7135?

e) (El hecho de que cada coeficiente de pendiente parcial estimado sea estadisticamente
significativo en el nivel individual (;por qué?) significa que podemos rechazar la hipo-
tesis de que R? = 0? ;Por qué?

8.26. La-demanda de cable. La tabla 8.10 presenta los datos de un fabricante de cable telefo-
nicospara pronosticar las ventas a uno de sus principales clientes durante el periodo 1968-
1983.7

Las variables en la tabla se definen de la siguiente forma:

Y = ventas anuales en millones de pies de cables pareados (MPC)
X, = Producto Interno Bruto (PIB), $, miles de millones
X3 = construccion de nuevas viviendas, miles de unidades
X, = tasa de desempleo, %
Xs = tasa preferencial rezagada 6 meses

Xs = ganancias de linea para el cliente, %

* Consulte “Energy Prices and Capital Formation: 1972-1977", Review, Banco de la Reserva Federal de
St. Louis, vol. 61, nim. 5, mayo de 1979, p. 4.

TEl autor agradece a Daniel J. Reardon por recopilar y procesar los datos.
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TABLA 8.10 Variables de regresion

Afo X2/ X3I X4/ XSI X6I YI
PIB construccion desempleo tasa ganancias ventas
de nuevas % preferencial, linea cliente, anuales
viviendas rezago % (MPF)

6 meses

1968 1051.8 1503.6 3.6 5.8 5.9 5873
1969 1078.8 1486.7 3.5 6.7 4.5 7 852
1970 1075.3 1434.8 5.0 8.4 4.2 8189
1971 1107.5 2035.6 6.0 6.2 4.2 7 497
1972 1171.1 2360.8 5.6 5.4 4.9 8534
1973 1235.0 2043.9 4.9 5.9 5.0 8 688
1974 1217.8 1331.9 5.6 9.4 4.1 7 270
1975 12023 1160.0 8.5 9.4 3.4 5020
1976 1271.0 1535.0 7.7 7.2 4.2 6 035
1977 1332.7 1961.8 7.0 6.6 4.5 7 425
1978 1399.2 2009.3 6.0 7.6 3.9 9 400
1979 1431.6 1721.9 6.0 10.6 4.4 9350
1980 1 480.7 1298.0 7.2 14.9 3.9 6 540
1981 1510.3 1100.0 7.6 16.6 3.1 7 675
1982 1492.2 1039.0 9.2 17.5 0.6 7 419
1983 15354 1 200.0 8.8 16.0 1.5 7923

Considere el siguiente modelo;
Yy = B BBy Xor + B3 Xz + PuXa + Bs Xsi + PeXer + us

a) Estime la‘tegresion anterior.

b) (Cuales son los’signos esperados para los coeficientes de este modelo?

¢) (Corresponden los resultados empiricos a las expectativas a priori?

d) Son los coeficientes de regresion parcial estimados estadisticamente significativos
considerados en forma individual en el nivel de 5% de significancia?

€) Suponga que efectiia la regresion de Y sobre X5, X3 y Xy solamente y luego decide
agregar las variables X5 y Xg. (Como averiguara si se justifica agregar las variables X5
y X6? ({Qué prueba utiliza? Muestre los calculos necesarios.

8.27. Marc Nerlove estimo la siguiente funcion de costo para la generacion de electricidad: *
Y = AXP po pupay @)

donde Y = costo total de produccion
X = produccion en horas kilowatt
P, = precio del insumo trabajo
P, = precio del insumo capital
P3 = precio del combustible
u = término de perturbacion

* Marc Nerlove, “Returns to Scale in Electric Supply”, en Carl Christ (ed.), Measurement in Economics, Stan-
ford University Press, Palo Alto, California, 1963. La notacién cambi6.
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8.28.

En teoria, se espera que la suma de las elasticidades del precio sea igual a la unidad, es
decir, (o) + ap + a3) = 1. Pero al imponer esta restriccion, la funcion de costos anterior se
escribe como

(Y/P3) = AXP(P1/P5)* (Py/P5)*u (2)

En otras palabras, (1) es una funcion de costo no restringida y (2) es una funcion de costo
restringida.

Con base en una muestra de 29 empresas de tamafio mediano y después de realizar la
transformacion logaritmica, Nerlove obtuvo los siguientes resultados de la regresion:

InY, = —4.93 + 094InX;,+ 0311InP

ee = (1.96) (0.11) (0.23) 3)
—026InP,+ 0.441nP;
(0.29) (0.07) SCR = 0:336
In(Y/P3) = —6.55+ 091 InX+ 0.51 In(P;/P5)+ 0.09 In (P»/P3)
ce = (0.16) (0.11) (0.19) (0.16) SCR = 0.364
(4)

a) Interprete las ecuaciones (3) y (4),

b) (Coémo averiguaria si la restficcion (o + o + «3) = 1 es valida? Muestre sus calcu-
los.

Estimacion del modelo de asigniacion de precios de activos de capital (CAPM). En la sec-
cion 6.1 consideramos brevemente el conocido modelo de asignacion de precios de activos
de capital de la teoriasmodernaide portafolios. En el analisis empirico, el CAPM se estima
en dos etapas.

Etapa I (Regresion de serie de tiempo). Para cada uno de los N titulos incluidos en la
muestra efectuamos 1a siguiente regresion a través del tiempo:

Riy=6; +BiRum +eu Q)

donde R;;y'R,,; son las tasas de rendimiento del i-€simo titulo y el portafolios del mercado
(por ejemplo, el S&P 500) en el afio £ B;, como ya vimos, es el coeficiente beta o coefi-
ciente de volatilidad del mercado del i-€simo titulo y e;; son los residuos. En total hay N
regresiones, una para cada titulo, y se producen, por consiguiente, N valores estimados
para g;.

Etapa II (Regresion transversal). En esta etapa efectuamos la siguiente regresion para
los N titulos:

Ri =P+ Db +us (2)
donde R; es el promedio o tasa media de rendimiento para el titulo i, calculado sobre el
periodo muestral cubierto por la etapa I, §; es el coeficiente beta estimado de la regresion
de la primera etapa y u; es el término residual.

Al comparar la regresion (2) de la segunda etapa con el CAPM, ecuacion (6.1.2), escrita
como

ER; =77 + Bi(ER,, —1y) (3)

donde ryes la tasa de rendimiento libre de riesgo, vemos que p; es una estimacion de 7¢
y es p» una estimacién de (ER,, — 7y), la prima del riesgo del mercado.
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Asi, en la prueba empirica de CAPM, R; y Bi se utilizan como estimadores de ER; y B;
respectivamente. Ahora, si se mantiene CAPM, estadisticamente,

h=ry
Y» = Ry — ry, el estimador de (ER,, — ry)

Considere ahora otro modelo:

Ri =1+ )i+ a5 +u; (4)

donde si es la varianza residual del i-ésimo titulo de la regresion de la primera etapa. En-
tonces, si CAPM es valido, y; no debe ser significativamente diferente de cero.

Para probar el CAPM, Levy efectud las regresiones (2) y (4) sobre una muestra de 101
acciones durante el periodo 1948-1968 y obtuvo los siguientes resultados:*

Ri= 0.109 + 0.0378;

(0.009)  (0.008) @)
t=(1200  (5.0) R* =021
Ri= 0.106 + 0.0024B $.0.201s2
(0.008), (0.007) } (0.038) Ay
t=(132) AGA) (5.3) R*=0.39

a) (Apoyan estos resultados el CAPM?

b) (Se justifica agregar la variable sezl_ al modelo? ;Como sabe?

¢) Siel CAPM.se mantiene, y; en (2) debe aproximar el valor promedio de la tasa libre
de riesgo # El valor estimado es 10.9%. ;Parece una estimacion razonable de la tasa de
rendimiento libre de riesgo durante el periodo de observacion, 1948-1968? (Se pue-
de considerar la tasa de rendimiento de los bonos del Tesoro o de un activo libre de
riesgo relativamente parecido.)

d) Siel CAPM se mantiene, la prima de riesgo del mercado (R, — r 1) de (2)' es cerca de
3.7%. Si se supone que 7res 10.9%, esto implica que R,, para el periodo de la muestra
fue aproximadamente 14.6%. ;/Parece una estimacion razonable?

e) (Qué puede decir sobre el CAPM en general?

8.29. Consulte el ejercicio 7.21¢c. Ahora que ya cuenta con las herramientas necesarias, ;cual(es)
prueba(s) utilizaria(n) para elegir entre los dos modelos? Muestre los calculos necesarios.
Observe que las variables dependientes en los dos modelos son distintas.

8.30. Consulte el ejemplo 8.3. Utilice la prueba ¢, como se muestra en (8.6.4), para averiguar
si hubo rendimientos constantes a escala en la economia mexicana para el periodo de
estudio.

8.31. Vuelva al ejemplo de la mortalidad infantil que estudiamos en diversas ocasiones. La re-
gresion (7.6.2) se llevo a cabo para la mortalidad infantil (MI) sobre el PIB per cdpita
(PIBPC) y la tasa de alfabetizacion de las mujeres (TAM). Ahora extienda este modelo

*H. Levy, “Equilibrium in an Imperfect Market: A Constraint on the Number of Securities in the Portfolio”,
American Economic Review, vol. 68, nim. 4, septiembre de 1978, pp. 643-658.
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8.32.

8.33.

para incluir la tasa de fecundidad total (TFT). Los datos de todas estas variables ya se
dieron en la tabla 6.4. Reproducimos la regresion (7.6.2) y presentamos los resultados del
modelo de regresion extendido:

1. MI; = 263.6416 — 0.0056 PIBPC; — 2.2316 TAM;

ee = (11.5932) (0.0019) 0.2099)  R?=0.7077
2. MI; = 168.3067 — 0.0055 PIBPC; — 1.7680 TAM, + 12.8686 TFT;
ee = (32.8916) (0.0018) (0.2480) Q)
R? = 0.7474

a) (Como interpretaria el coeficiente de TFT? 4 priori, jesperaria una relacion positiva o
negativa entre MI y TFT? Justifique su respuesta.

b) ¢Los valores de los coeficientes de PIBPC y TFT cambiaron entre ambas ecuaciones?
Si asi fue, jcual(es) seria(n) la(s) razon(razones) de ese/cambio? ;La diferencia que se
observa es estadisticamente significativa? ;Qué prueba utilizaria y por qué?

¢) (Como elegiria entre los modelos 1 y 2? ;Qué prueba estadistica emplearia para res-
ponder esta pregunta? Muestre los calculos necesarios:

d) No se ha proporcionado el error estandardel coeficiente de TFT. ;Puede calcularlo?
(Sugerencia: Recuerde la relacion entre’las distribuciones ¢y F.)

Consulte el ejercicio 1.7, en el que se(dieron datos sobre los impactos publicitarios que se
recuerdan y los gastos publicitarios pata una muestra de 21 empresas. En el ejercicio 5.11
se pidi6 graficar esos datos y elaborar-un modelo apropiado sobre la relacion entre dichas
variables. Con Y como los impactos publicitarios recordados y X el gasto publicitario, se
obtuvieron las siguientes regresiones:

Modelo I:  ¥; = 22163 + 0.363LX;

ee =\(7.089) (0.0971) 2 =0.424

Modelo Il ¥7= 7.059 + 1.0847X; — 0.0040.X2
(9.986) (0.3699)  (0.0019)  R?>=0.53

€c

d) Interprete ambos modelos
b) (Cual es el mejor modelo y por qué?
¢) (Qué prueba(s) estadistica(s) utilizaria para elegir entre los dos modelos?

d) ¢Hay “rendimientos decrecientes” del gasto publicitario?, es decir, ;después de un de-
terminado nivel de gasto publicitario (el nivel de saturacion) ya no conviene gastar en
publicidad? ;Puede descubrir cual seria ese nivel de gasto? Muestre los calculos nece-
sarios.

En la regresion (7.9.4) presentamos los resultados de la funcion de produccion Cobb-Dou-
glas ajustados al sector manufacturero de los 50 estados de Estados Unidos y Washington,
D.C., para 2005. Con base en esa regresion determine si hay rendimientos constantes a
escala en ese sector, mediante:

a) La prueba t dada en (8.6.4). La covarianza entre los dos estimadores de pendiente es
—0.03843.
b) La prueba F dada en (8.6.9).

¢) (Existe alguna diferencia en los resultados de estas dos pruebas? ;Cual es su conclu-
sion respecto de los rendimientos a escala en el sector manufacturero de los 50 estados
y Washington, D.C., en el periodo de muestra?
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Reconsidere la regresion ahorro-ingreso de la seccion 8.7. Suponga que dividimos la
muestra en dos periodos: 1970-1982 y 1983-1995. Mediante la prueba de Chow determine
si existe un cambio estructural en la regresion ahorro-ingreso para los dos periodos. Al
comparar los resultados con los obtenidos en la seccion 8.7, ;qué conclusiones generales
deduce respecto de la sensibilidad de la prueba de Chow a la eleccion del punto critico que
divide la muestra en dos (o mas) periodos?

Consulte el ejercicio 7.24 y los datos de la tabla 7.12 relativos a cuatro variables economi-
cas en Estados Unidos durante el periodo 1947-2000.

a) Con base en la regresion del gasto de consumo sobre el ingreso real, la riqueza real
y la tasa de interés real, averigiie qué coeficientes de regresion son estadisticamente
significativos, en lo individual, en el nivel de significancia de 5%. ;Los signos de los
coeficientes estimados concuerdan con la teoria economica?

b) Con base en los resultados de @), ;como estimaria las elasticidades del ingreso, riqueza
y tasa de interés? ;Qué informacion adicional, si acase; necesita para calcular las elas-
ticidades?

¢) ¢(Como probaria la hipétesis de que las elasticidades del ingreso y la riqueza son igua-
les? Muestre los calculos necesarios.

d) Suponga que en lugar de la funcion lineal de.consumo que estim6 en a), hace la re-
gresion del logaritmo del gasto de consumo sobre los logaritmos del ingreso y de la
riqueza y la tasa de interés. Obtenga los resultados de la regresion. ;Como interpretaria
estos resultados?

e) ¢(Cuales son las elasticidades delningreso y la riqueza estimadas en d)? ;Como inter-
preta el coeficiente de la tasa de interés estimado en d)?

f) Enlaregresion realizada en d); ;pudo haber usado el logaritmo de la tasa de interés en
lugar de la tasa de’interés?,Por qué?

g) (Coémo compara las elasticidades estimadas en b) y en d)?
h) Entre los modelos de€ regresion estimados en @) y d), ¢cual preferiria? ;Por qué?

i) Suponga queren/lugar de estimar el modelo dado en d), sélo hace la regresion del lo-
garitmo del gasto de consumo sobre el logaritmo del ingreso. ;Cémo decidiria si vale
lapena agregar el logaritmo de la riqueza al modelo? ;Y como decidiria si vale la pena
agregar tanto el logaritmo de la riqueza como la tasa de interés al modelo? Muestre los
caleulos necesarios.

Censulte la seccion 8.8 y los datos de la tabla 8.9 relativos al ingreso personal disponible y
el ahorro personal durante el periodo 1970-1995. En esa seccion se introdujo la prueba de
Chow para ver si ocurria un cambio estructural dentro de los datos entre dos periodos. La
tabla 8.11 incluye datos actualizados con los valores de 1970-2005. Segun el National Bu-
reau of Economic Research, el ciclo de contraccion del sector empresarial estadounidense
mas reciente termind a finales de 2001. Divida los datos en tres secciones: 1) 1970-1981,
2) 1982-2001 y 3) 2002-2005.

a) Estime tanto el modelo correspondiente al conjunto completo de datos (afios 1970-
2005) como el correspondiente a la tercera seccion (a partir de 2002). Use la prueba
de Chow para determinar si existe una ruptura significativa entre el tercer periodo y el
conjunto completo de datos.

b) Con los nuevos datos de la tabla 8.11 determine si todavia existe diferencia significa-
tiva entre el primer grupo de afios (1970-1981) y el conjunto completo de datos ahora
que dispone de mas observaciones.

¢) Ejecute la prueba de Chow con el periodo intermedio (1982-2001) en relacion con el
conjunto completo de datos para ver si los datos de este periodo muestran diferencias
significativas respecto del resto de los datos.
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TABLA 8.11

. Ano Ahorro Ingreso

Ahorro e ingreso per-
sonal disponible (miles 1970 69.5 735.7
de millones de délares), 1971 80.6 801.8
Estados Unidos, 1972 77.2 869.1
1970-2005 (miles de mi- 1973 102.7 978.3
llones de dolares, salvo 1974 113.6 1 071.6
que se indique otra cosa; 1975 125.6 1187.4
datos trimestrales con 1976 122.3 1 302.5
tasas anuales ajustadas 1977 125.3 1 435.7
por estacionalidad) 1978 142.5 1 608.3
1979 159.1 1793.5
Fuente: Department of 1980 201.4 2 009.0
iommc?rce, Bureau of Economic 1981 2443 2 246.1

nalysis.

1982 270.8 2 421.2
1983 233.6 2 608.4
1984 314.8 2912.0
1985 280.0 3 109.3
1986 268.4 3 285.1
1987 241.4 3 458.3
1988 272.9 3 748.7
1989 287.1 4 021.7
1990 299.4 4 285.8
1991 3242 4 464.3
1992 366.0 4 751.4
1993 284.0 4 911.9
1994 249.5 5151.8
1995 250.9 5 408.2
1996 228.4 5 688.5
1997 218.3 5 988.8
1998 276.8 6 395.9
1999 158.6 6 695.0
2000 168.5 7 194.0
2001 132.3 7 486.8
2002 184.7 7 830.1
2003 174.9 8 162.5
2004 174.3 8 681.6
2005 34.8 9 036.1

*Apéndice 8A2

Prueba de la razon de verosimilitud (RV)

La prueba de 1a RV se basa en el principio de maxima verosimilitud (MV) estudiado en el apéndice 4A, en
el cual se muestra la forma de obtener los estimadores de MV del modelo de regresion con dos variables.
Ese principio puede extenderse directamente al modelo de regresion multiple. Conforme al supuesto de que
las perturbaciones u; estan normalmente distribuidas, se muestra que para el modelo de regresion con dos
variables los estimadores de MCO y MV de los coeficientes de regresion son idénticos, pero las varianzas

* Opcional.
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del error estimado son diferentes. El estimador de MCO de 6% es } 12[2 /(n — 2), pero el estimador MV es
> ftlz /n, el primero insesgado y el ultimo sesgado, aunque en muestras grandes el sesgo tiende a desapa-
recer.

Sucede lo mismo en la regresion multiple. Para ilustrar lo anterior considere el modelo de regresion de
tres variables:

Y = 1+ B Xoi + B3 X5 +u; m

Correspondiente a la ecuacion (5) del apéndice 4A, el logaritmo de la funcion de verosimilitud para el
modelo (1) se expresa asi:

I
InFV = —%ln(az) - gln(2ﬂ) — 52 XY= B = pXa—pX)? ()

Como se muestra en el apéndice 4A, al diferenciar esta funcion respecto de 81, B2, B3 y o2, igualar la expre-
sion resultante a cero y resolver, se obtienen los estimadores de MV de.tales estimadores. Los estimadores
de MV de 81, B, y B3 seran idénticos a los estimadores de MCO, que ya se dieron en las ecuaciones (7.4.6)
a (7.4.8), pero la varianza del error sera diferente, pues la suma de-cuadrados/residual (SCR) estara dividida
por n, en vez de (n — 3), como en el caso de MCO.

Ahora, supongamos que la hipotesis nula Hy es que s, el coeficiente de X3, es cero. En este caso, el log
FV dado en (2) se convierte en

nFV = -2 in(0%) ~ & G\ 5 0%~ B — k)’ ©)

La ecuacion (3) se conoce como el logaritmo de la funcion de verosimilitud restringida (LFVR) por esti-
marse con la restriccion de que a priori B5eseero, mientras que la ecuacion (2) se conoce como el logaritmo
de la funcion de verosimilitud no restringida/(LFVNR), porque no se impusieron restricciones a priori
sobre los parametros. Para probarda validez'de la restriccion a priori de que B3 es cero, la prueba de la RV
produce el siguiente estadistico' de prueba:

A = 2(LFVNR — LFVR) (4)*

donde LFVNR y LFVR son' el logaritmo de la funcion de verosimilitud no restringida [ecuacion (2)] y el
logaritmo de la funcion de verosimilitud restringida [ecuacion (3)], respectivamente. Si el tamafio de la
muestra es/grande, puede demostrarse que el estadistico de prueba A dado en (4) sigue una distribucion ji
cuadrada () conlun ntimero de gl igual al nimero de restricciones impuestas segtin la hipétesis nula, 1 en
el presente.caso.

Laidea basica de la prueba de la RV es simple: si la(s) restriccion(restricciones) a priori e (son) valida(s),
los (log) FV restringida y no restringida no deben ser diferentes, en cuyo caso A en (4) sera cero. Pero si ése
no es ¢l caso, las dos FV divergiran. Como cuando la muestra es grande A sigue una distribucion ji cuadrada,
es posible averiguar si la divergencia es estadisticamente significativa, por ejemplo, en un nivel de signifi-
cancia de 1 0 5%. O de lo contrario, podemos encontrar el valor p de la A estimada.

[lustremos la prueba de la RV con el ejemplo de mortalidad infantil. Si se hace la regresion de la morta-
lidad infantil (MI) sobre el PIB per capita (PIBPC) y la tasa de alfabetizacion de las mujeres (TAM), como
en (8.1.4), obtenemos una LFVNR de —328.1012, pero si s6lo hacemos la regresion de MI sobre PIBPC,
obtenemos una LFVR de —361.6396. En valor absoluto (es decir, sin considerar los signos), el primero es
menor que el segundo, lo cual tiene sentido, pues tenemos una variable adicional en el primer modelo.

La cuestion ahora es si vale la pena afadir la variable TAM. Si no es asi, los logaritmos de FV restrin-
gida y FV no restringida no diferiran mucho, pero, en caso contrario, los logaritmos de las FV seran muy
distintos. Para apreciar si esta diferencia es estadisticamente significativa, utilizaremos la prueba de la RV
dada en (4), lo cual origina:

A =2[-328.1012 — (—361.6396)] = 67.0768

* Esta expresién también se expresa como —2(LFVR — LFVNR) o —2 In(FVR/FVNR).
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Asintéticamente, su distribucion es igual a la ji cuadrada con 1 gl (porque sélo se tiene una restriccion im-
puesta cuando se omite la variable TAM del modulo completo). El valor p de obtener tal valor ji cuadrada
para 1 gl es casi cero, lo cual lleva a la conclusion de que la variable TAM rno debe excluirse del modelo. En
otras palabras, la regresion restringida en el presente ejemplo no es valida.

Si SCRR y SCRNR representan las sumas de cuadrados residuales restringida y no restringida, la ecua-
cion (4) también se expresa como:

—21In A = n(In SCRR — In SCRNR) (5)

que esta distribuida como x? con r grados de libertad, donde 7 es el nimero de restricciones impuestas al
modelo (es decir, el nuimero de coeficientes » omitidos del modelo original).
Aunque no es posible estudiar en detalle las pruebas de Wald y MV, estas pruebas pueden aplicarse como

sigue:
— k)(SCRR — SCRNR
Estadistico de Wald (W) = (n = ©)( ) ~ sz (6)
SCRNR
—k SCRR — SCRNR
Estadistico del multiplicador de Lagrange (ML) = (n i r)(s CRR d ~ sz 7)

donde £ es el nimero de regresoras en el modelo sin restricciones y 7.es el nimero de restricciones.

Como puede observar en las ecuaciones anteriores, las tres prniiebas son asintoticamente (es decir, en
muestras grandes) equivalentes: producen respuestas similares, Sin\embargo, las respuestas pueden diferir
en muestras pequefias. Existe una relacion interesante entre‘estos estadisticos en que se puede demostrar
que:

W =RV > ML

Por tanto, en muestras pequeias, se puede rechazar una hipdtesis con el estadistico de Wald, pero no con el
estadistico del ML.*

Como se sefiald en el texto, para casi todos 10s propdsitos de este estudio bastan las pruebas ¢ y F. Pero
las tres pruebas analizadas antes tienen aplicabilidad general en el sentido de probar hipdtesis no lineales en
modelos lineales, o probar restricciones sobre matrices de varianza-covarianza. También pueden aplicarse
en situaciones donde no se sosti€ne el supuesto de que los errores estan distribuidos normalmente.

Debido a la complejidad matematica de las pruebas de Wald y ML, no profundizaremos mas aqui. Pero,
como se anotd, asintoticamente'las ptuebas RV, Wald y ML producen respuestas idénticas; la eleccion entre
una u otra prueba depende de la conveniencia computacional.

* Para una explicacion, véase G.S. Maddala, Introduction to Econometrics, 3a. ed., John Wiley & Sons, Nueva
York, 2001, p. 177.
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