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En este capítulo, continuación del 5, se amplían las ideas desarrolladas sobre estimación por 
intervalos y pruebas de hipótesis a modelos con tres o más variables. Aunque en muchas formas 
los conceptos del capítulo 5 se aplican directamente al modelo de regresión múltiple, estos mo-
delos poseen algunas características adicionales únicas y, por tanto, recibirán más atención.

8.1 Una vez más, el supuesto de normalidad

Como ya sabemos, si el único objetivo es la estimación puntual de los parámetros de los modelos 
de regresión, basta el método de mínimos cuadrados ordinarios (MCO), que no hace supues-
tos sobre la distribución de probabilidad de las perturbaciones ui. Sin embargo, si el objetivo no 
sólo es la estimación sino además la inferencia, entonces, como vimos en los capítulos 4 y 5, 
debemos suponer que las ui siguen alguna distribución de probabilidad.

Por las razones ya expresadas, supusimos que las ui seguían la distribución normal con media 
cero y varianza constante σ 2. Se mantiene el mismo supuesto para los modelos de regresión 
múltiple. Con el supuesto de normalidad y el análisis de los capítulos 4 y 7 se halla que los 
estimadores de MCO de los coefi cientes de regresión parcial, idénticos a los estimadores de 
máxima verosimilitud (MV), son los mejores estimadores lineales insesgados (MELI).1 Además, 
los estimadores β̂2, β̂3 y β̂1 están, ellos mismos, normalmente distribuidos con medias iguales
a los verdaderos β2, β3 y β1, y con las varianzas dadas en el capítulo 7. Además, (n − 3)σ̂ 2/σ 2 
sigue la distribución χ2 con n − 3 gl, y los tres estimadores de MCO están distribuidos inde-
pendientemente de σ̂ 2. Las pruebas son similares a las del caso de dos variables estudiado en el 
apéndice 3A, sección 3A. Como resultado y a partir del capítulo 5, se puede demostrar que, al 

Capítulo 8
Análisis de
regresión múltiple:
el problema 
de la inferencia

1 Con el supuesto de normalidad, los estimadores de MCO β̂2, β̂3 y β̂1 son de varianza mínima en toda
la clase de estimadores insesgados, sean lineales o no. En resumen, son MEI (mejores estimadores insesga-
dos). Véase C.R. Rao, Linear Statistical Inference and Its Applications, John Wiley & Sons, Nueva York, 1965,
p. 258.
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234  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

reemplazar σ 2 por su estimador insesgado σ̂ 2 en el cálculo de los errores estándar, cada una de 
las siguientes variables

 

t � β̂1 − β1

ee (β̂1)

t � β̂2 − β2

ee (β̂2)

t � β̂3 − β3

ee (β̂3)

 (8.1.2)

sigue la distribución t con n − 3 gl.
Observe que los gl son ahora n − 3 porque, al calcular û2

i  y, por consiguiente, σ̂ 2, se ne-
cesita primero estimar los tres coefi cientes de regresión parcial, lo cual impone por tanto tres 
restricciones sobre la suma de cuadrados residual (SCR) (según esta lógica, en el caso de cua-
tro variables habrá n − 4 gl, y así sucesivamente). Por consiguiente, la distribución t sirve para 
establecer intervalos de confi anza y para probar hipótesis estadísticas sobre los verdaderos
coefi cientes de regresión parcial poblacionales. De modo similar, con la distribución χ2 se prue-
ban hipótesis sobre el verdadero σ 2. Para demostrar el mecanismo real utilizaremos el siguiente 
ejemplo ilustrativo.

(8.1.1)

(8.1.3)

8.2  Pruebas de hipótesis en regresión múltiple:
comentarios generales

Una vez fuera del mundo simple del modelo de regresión lineal con dos variables, las pruebas de 
hipótesis adquieren diversas e interesantes formas, como las siguientes:

1. Pruebas de hipótesis sobre un coefi ciente de regresión parcial individual (sección 8.3).
2.  Pruebas de signifi cancia global del modelo de regresión múltiple estimado, es decir, ver si 

todos los coefi cientes de pendiente parciales son iguales a cero al mismo tiempo (sección 
8.4).

En el capítulo 7 efectuamos la regresión de la mortalidad infantil (MI) sobre el PIB per cápita 
(PIBPC) y la tasa de alfabetización de las mujeres (TAM) para una muestra de 64 países. Los re-
sultados de la regresión de (7.6.2) se reproducen a continuación, con información adicional:

MIi � 263.6416 − 0.0056 PIBPCi − 2.2316 TAMi

ee � (11.5932) (0.0019) (0.2099)

t � (22.7411) (−2.8187) (−10.6293)

valor p � (0.0000)* (0.0065) (0.0000)*

R2 � 0.7077 R̄2 � 0.6981

 (8.1.4)

donde * denota un valor extremadamente bajo.
En la ecuación (8.1.4) seguimos el formato que se presentó en la ecuación (5.11.1), donde 

las cifras en el primer conjunto de paréntesis son los errores estándar estimados, las del segundo 
conjunto son los valores t según la hipótesis nula de que el coefi ciente de la población relevante 
tiene un valor de cero, y los del tercer conjunto son los valores p estimados. También se dan los 
valores R2 y R2 ajustada. Ya interpretamos esta regresión en el ejemplo 7.1.

¿Y la signifi cancia estadística de los resultados observados? Considere por ejemplo el coefi -
ciente del PIBPC (−0.0056). ¿Es estadísticamente signifi cativo este coefi ciente, es decir, es esta-
dísticamente diferente de cero? Asimismo, ¿es estadísticamente signifi cativo el coefi ciente de la 
TAM de −2.2316? ¿Ambos coefi cientes son estadísticamente signifi cativos? Para responder ésta 
y otras preguntas relacionadas, primero consideremos las clases de pruebas de hipótesis que se 
pueden encontrar en el contexto del modelo de regresión múltiple.

EJEMPLO 8.1
De nuevo, el ejem-
plo de la mortalidad 
infantil
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  235

3. Pruebas de que dos o más coefi cientes son iguales a otro (sección 8.5).
4.  Pruebas de que los coefi cientes de regresión parcial satisfacen ciertas restricciones (sección 

8.6).
5.  Pruebas de la estabilidad del modelo de regresión estimado a través del tiempo o en diferentes 

unidades de corte transversal (sección 8.7).
6. Pruebas sobre la forma funcional de los modelos de regresión (sección 8.8).

Como el uso de este tipo de pruebas es tan frecuente en el análisis empírico, dedicamos una 
sección a cada tipo.

8.3  Pruebas de hipótesis sobre coefi cientes de 
regresión individuales

Con el supuesto que ui ∼ N(0, σ 2), entonces, como se observó en la sección 8.1, podemos utilizar 
la prueba t para demostrar una hipótesis sobre cualquier coefi ciente de regresión parcial indivi-
dual. Para ilustrar el procedimiento considere la regresión sobre la mortalidad infantil (8.1.4). 
Postulemos que

H0:β2 = 0  y  H1:β2 �� 0

La hipótesis nula establece que, al mantener constante X3 (la tasa de alfabetización de las mu-
jeres), X2 (PIBPC) no tiene infl uencia (lineal) sobre Y (la mortalidad infantil).2 Para probar la 
hipótesis nula se utiliza la prueba t dada en (8.1.2). Según el capítulo 5, si el valor de t calculado 
excede el valor de t crítico en el nivel de signifi cancia escogido, se rechaza la hipótesis nula; de 
lo contrario, no se puede rechazar. Para el ejemplo ilustrativo, con (8.1.2) y la advertencia de que 
β2 = 0 con la hipótesis nula, tenemos

 t � −0.0056

0.0020
� −2.8187 (8.3.1)

como se muestra en la ecuación (8.1.4).
Note que tenemos 64 observaciones. Por tanto, los grados de libertad en este ejemplo son 61 

(¿por qué?). Si se consulta la tabla t, en el apéndice D, no contamos con los datos correspon-
dientes a los 61 gl. Lo más cercano que tenemos es para 60 gl. Si utilizamos esa información y 
suponemos α, el nivel de signifi cancia (es decir, la probabilidad de cometer un error de tipo I) de 
5%, el valor crítico t es 2.0 para una prueba de dos colas (busque tα/2 para 60 gl), o 1.671 para la 
prueba de una cola (busque tα para 60 gl).

Para este ejemplo, la hipótesis alterna es bilateral. Por consiguiente, utilizamos el valor t de 
dos colas. Como el valor t calculado de 2.8187 (en términos absolutos) excede el valor crítico t 
de 2, rechazamos la hipótesis nula de que el PIBPC no tiene ningún efecto sobre la mortalidad 
infantil. En términos más positivos, si se mantiene constante la tasa de alfabetización de las mu-
jeres, el PIB per cápita tiene un efecto signifi cativo (negativo) sobre la mortalidad infantil, como 
se esperaría a priori. De forma gráfi ca, la situación es la de la fi gura 8.1.

En la práctica, no se tiene que suponer un valor particular de α para llevar a cabo la prueba de 
hipótesis. Tan sólo se emplea el valor p dado en (8.1.4), que en el caso actual es de 0.0065. La 
interpretación de este valor p (es decir, el nivel exacto de signifi cancia) es que si la hipótesis nula 
fuese verdadera, la probabilidad de obtener un valor t igual a 2.8187 o mayor (en términos ab-
solutos) sería de sólo 0.0065 o 0.65%, que de hecho es una probabilidad pequeña, mucho menor 
que el valor artifi cialmente adoptado de α = 5%.

2 En la mayoría de las investigaciones empíricas, la hipótesis nula se plantea de esta forma, es decir, tomando
la posición extrema (una especie de espantapájaros) de que no hay relación entre la variable dependiente 
y la variable explicativa en consideración. La idea aquí, para empezar, es encontrar si la relación entre las dos 
es trivial.
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236  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

Este ejemplo es una oportunidad para decidir si deseamos utilizar la prueba t de una o dos 
colas. Como, a priori, se espera que la mortalidad infantil y el PIB per cápita estén negativamente
relacionados (¿por qué?), se debe utilizar la prueba de una cola. Es decir, las hipótesis nula y 
alterna deben ser:

H0:β2 < 0  y  H1:β2 ≥ 0

Como el lector ya sabe, podemos rechazar la hipótesis nula con base en la prueba t de una cola, 
en este caso. Si rechazamos la hipótesis nula en una prueba bilateral, contaremos con pruebas 
sufi cientes para rechazar el escenario unilateral siempre que el estadístico esté en la misma di-
rección que la prueba.

En el capítulo 5 se observó una conexión muy estrecha entre las pruebas de hipótesis y la 
estimación por intervalos de confi anza. Para este ejemplo, el intervalo a 95% de confi anza para 
β2 es

β̂2 − tα/2 ee (β̂2) ≤ β2 ≤ β̂2 + tα/2 ee (β̂2)

que para este ejemplo se convierte en

−0.0056 − 2(0.0020) ≤ β2 ≤ −0.0056 + 2(0.0020)

es decir,

 −0.0096 ≤ β2 ≤ −0.0016 (8.3.2)

o sea, el intervalo de −0.0096 a −0.0016 incluye al verdadero coefi ciente β2, con un coefi ciente 
de confi anza de 95%. Por tanto, si se seleccionan 100 muestras de tamaño 64 y se forman 100 
intervalos de confi anza como el (8.3.2), esperamos que 95 de ellos contengan al verdadero pa-
rámetro de población β2. Como el intervalo (8.3.2) no incluye el valor cero de la hipótesis nula, 
rechazamos tal hipótesis (que el verdadero β2 es cero con 95% de confi anza).

Por consiguiente, si se utiliza la prueba t de signifi cancia como en (8.3.1) o la estimación por 
intervalos de confi anza como en (8.3.2), se llega a la misma conclusión. No obstante, esto no 
debe sorprender en vista de la estrecha relación entre la estimación por intervalos de confi anza y 
las pruebas de hipótesis.

Según el procedimiento recién descrito se prueba la hipótesis respecto de otros parámetros 
del modelo de regresión para la mortalidad infantil. Los datos necesarios ya se proporcionaron 
en la ecuación (8.1.4). Por ejemplo, suponga que deseamos probar la hipótesis de que la tasa
de alfabetización de las mujeres, si se mantiene constante la infl uencia del PIBPC, no tiene efecto 
alguno sobre la mortalidad infantil. Podemos rechazar con confi anza esta hipótesis, pues, según 
esta hipótesis nula el valor p, al obtener un valor t absoluto igual o mayor que 10.6, es práctica-
mente cero.

Antes de continuar, recuerde que el procedimiento de la prueba t se basa en el supuesto de que 
el término de error ui sigue una distribución normal. Aunque ui no se puede observar de manera 

FIGURA 8.1
Intervalo de confi anza a 
95% para t (60 gl).

0
t

+2.0–2.0

f(t)

D
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Región
crítica,
2.5%

t = –2.82

Región crítica,
2.5%

95%
Región de aceptación
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  237

directa, se observa su representante, û i, es decir, los residuos. Para la regresión sobre la mortali-
dad, el histograma de los residuos se muestra en la fi gura 8.2.

A partir del histograma, parece que los residuos están normalmente distribuidos. También 
podemos calcular la prueba Jarque-Bera (JB) de normalidad, como se muestra en la ecuación 
(5.12.1). En este caso, el valor JB es 0.5594, con un valor p de 0.76.3 Por tanto, al parecer, el tér-
mino de error en este ejemplo sigue la distribución normal. Por supuesto, se debe tener en cuenta 
que la prueba JB es para muestras grandes, y que la muestra de 64 observaciones pueda no ser 
necesariamente grande.

8.4 Prueba de signifi cancia general de la regresión muestral

En la sección anterior abordamos la prueba de signifi cancia de los coefi cientes de regresión par-
cial estimados individualmente, es decir, según la hipótesis separada de que cada verdadero coefi -
ciente de regresión parcial de la población era cero. Pero ahora considere la siguiente hipótesis:

 H0:β2 = β3 = 0 (8.4.1)

Esta hipótesis nula es una hipótesis conjunta de que β2 y β3 son iguales a cero en forma conjunta 
o simultánea. Una prueba de tal hipótesis se denomina prueba de signifi cancia general de la 
línea de regresión observada o estimada, es decir, si Y está relacionada o no linealmente con X2 

y X3 a la vez.
¿Es demostrable la hipótesis conjunta en (8.4.1) al probar la signifi cancia de β̂2 y β̂3 indivi-

dualmente, como en la sección 8.3? La respuesta es no, y el razonamiento es el siguiente:
Al probar la signifi cancia individual de un coefi ciente de regresión parcial observado en

la sección 8.3, supusimos implícitamente que cada prueba de signifi cancia se basaba en una 
muestra diferente (es decir, independiente). Así, en la prueba de signifi cancia de β̂2 según la 
hipótesis de que β2 = 0, supusimos tácitamente que la prueba se basaba en una muestra diferente 
de la utilizada en la prueba de signifi cancia de β̂3 conforme a la hipótesis nula de que β3 = 0. 
Pero para probar la hipótesis conjunta de (8.4.1), si empleamos los mismos datos muestrales, 
violaremos el supuesto del procedimiento de pruebas.4 El asunto puede plantearse de otra forma: 

FIGURA 8.2
Histograma de los re-
siduos de la regresión 
(8.1.4).

3 Para este ejemplo, el valor de asimetría es de 0.2276, y el de curtosis, de 2.9488. Recuerde que para una 
variable normalmente distribuida los valores de asimetría y curtosis son 0 y 3, respectivamente.
4 En cualquier muestra dada la cov (β̂2, β̂3) puede no ser cero; es decir, β̂2 y β̂3 pueden estar correlacionadas. 
Véase (7.4.17.)

10

8
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2

0
–80 –40 0 40 80

Serie: Residuos
Muestra 1 64
Observaciones 64

Media –4.95 × 10–14

Mediana 0.709227
Máximo 96.80276
Mínimo –84.26686
Desv. est. 41.07980
Asimetría 0.227575
Curtosis 2.948855

Jarque–Bera 0.559405
Probabilidad 0.756009
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238  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

en (8.3.2) establecimos un intervalo de confi anza a 95% para β2. Pero si utilizamos los mismos 
datos muestrales para establecer un intervalo de confi anza para β3, es decir, con un coefi ciente 
de confi anza de 95%, no es posible asegurar que β2 y β3 se encuentren dentro de sus respectivos 
intervalos de confi anza con una probabilidad de (1 − α)(1 − α) = (0.95)(0.95).

En otras palabras, aunque las afi rmaciones

Pr [β̂2 − tα/2 ee (β̂2) ≤ β2 ≤ β̂2 + tα/2 ee (β̂2)] � 1 − α

Pr [β̂3 − tα/2 ee (β̂3) ≤ β3 ≤ β̂3 + tα/2 ee (β̂3)] � 1 − α

son individualmente ciertas, no es cierto que la probabilidad de que β2 y β3 se encuentren al 
mismo tiempo en los intervalos

[β̂2 ± tα/2 ee (β̂2), β̂3 ± tα/2 ee (β̂3)]

sea (1 − α)2, porque los intervalos pueden no ser independientes cuando se derivan con la misma 
información. Para plantear el asunto de otra forma,

. . . probar una serie de hipótesis simples [individuales] no equivale a probar las mismas hipótesis 
en forma conjunta. La razón intuitiva para esto es que, en una prueba conjunta de varias hipótesis, 
cualquier hipótesis simple se ve “afectada” por la información de las demás hipótesis.5

El resultado fi nal del argumento anterior es que, para un ejemplo dado (muestra), sólo se 
obtiene un intervalo de confi anza o una prueba de signifi cancia. ¿Cómo, entonces, probar la hi-
pótesis nula simultánea de que β2 = β3 = 0? En seguida responderemos esta pregunta.

El método del análisis de varianza en las pruebas de signifi cancia 
general de una regresión múltiple observada: la prueba F
Por las razones recién explicadas, no podemos utilizar la prueba t usual para probar la hipótesis 
conjunta de que los verdaderos coefi cientes parciales de pendiente sean simultáneamente iguales 
a cero. Sin embargo, esta hipótesis conjunta se prueba con la técnica del análisis de varianza 
(ANOVA), presentada en la sección 5.9, lo cual se demuestra de la siguiente manera.

Recuerde la identidad

 y2
i � β̂2 yi x2i + β̂3 yi x3i + û2

i

SCT � SCE + SCR

 (8.4.2)

SCT tiene, como es usual, n − 1 gl, y SCR tiene n − 3 gl, por las razones ya expuestas. SCE tiene 
2 gl, pues es función de β̂2 y β̂3. Por consiguiente, según el procedimiento ANOVA estudiado en 
la sección 5.9, se elabora la tabla 8.1.

Ahora puede demostrarse6 que, según el supuesto de la distribución normal para ui y la hipó-
tesis nula β2 = β3 = 0, la variable

 F � β̂2 yi x2i + β̂3 yi x3i 2

û2
i (n − 3)

� SCE/gl

SCR/gl
 (8.4.3)

se distribuye como la distribución F con 2 y n − 3 gl.

5 Thomas B. Fomby, R. Carter Hill y Stanley R. Johnson, Advanced Econometric Methods, Springer-Verlag, 
Nueva York, 1984, p. 37.
6 Véase K. A. Brownlee, Statistical Theory and Methodology in Science and Engineering, John Wiley & Sons, 
Nueva York, 1960, pp. 278-280.
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  239

¿Qué utilidad puede tener la razón F anterior? Puede demostrarse7 que, según el supuesto de 
que los ui ∼ N(0, σ 2),

 E
û2

i

n − 3
� E(σ̂ 2) � σ 2 (8.4.4)

Con el supuesto adicional que β2 = β3 = 0 se demuestra que

 
E β̂2 yi x2i + β̂3 yi x3i

2
� σ 2 (8.4.5)

Por consiguiente, si la hipótesis nula es verdadera, las ecuaciones (8.4.4) y (8.4.5) proporcionan 
estimaciones idénticas del verdadero σ 2. Esta afi rmación no debe sorprender, pues, si existe una 
relación trivial entre Y y X2 y X3, la única fuente de variación en Y se debe a las fuerzas aleatorias 
representadas por ui. Sin embargo, si la hipótesis nula es falsa, es decir, si X2 y X3 defi nitivamente 
ejercen infl uencia sobre Y, no se mantendrá la igualdad entre (8.4.4) y (8.4.5). En este caso, la 
SCE será relativamente más grande que la SCR, teniendo en cuenta sus respectivos gl. Por con-
siguiente, el valor F de (8.4.3) proporciona una prueba de la hipótesis nula de que los verdaderos 
coefi cientes de pendiente son simultáneamente cero. Si el valor F calculado de (8.4.3) excede el 
valor F crítico de la tabla F en el nivel de signifi cancia de α%, se rechaza H0; de otra forma no se 
rechaza. Por otra parte, si el valor p del F observado es lo bastante bajo, podemos rechazar H0.

La tabla 8.2 resume la prueba F. De regreso al ejemplo ilustrativo, obtenemos la tabla ANOVA, 
como se muestra en la tabla 8.3.

TABLA 8.1
Tabla ANOVA para la 
regresión con tres 
variables

Origen de la variación SC gl SCM

Debido a la regresión (SCE) β̂2 yi x2i + β̂3 yi x3i 2
β̂2 yi x2i + β̂3 yi x3i

2

Debido a residuos (SCR) û2
i n − 3 σ̂ 2 � û2

i

n − 3

Total y 2
i n − 1

7 Véase K. A. Brownlee, Statistical Theory and Methodology in Science and Engineering, John Wiley & Sons, 
Nueva York, 1960, pp. 278-280.

Hipótesis nula Hipótesis alternativa Región crítica.
H0 H1 Se rechaza H0 si

σ 2
1 � σ 2

2 σ 2
1 > σ 2

2
S 2

1

S 2
2

> Fα,ngl,dgl

σ 2
1 � σ 2

2 σ 2
1 σ 2

2
S 2

1

S 2
2

> Fα/2,ngl,dgl

o < F(1−α/2),ngl,dgl

Notas:

1. σ 2
1 y σ 2

2 son las dos varianzas poblacionales.

2. S2
1 y S2

2 son las dos varianzas muestrales.
3. n gl y d gl denotan, respectivamente, el numerador y el denominador gl.
4. Al calcular la razón F, coloque el valor S 2 más grande en el numerador.
5. Los valores críticos F se dan en la última columna. El primer subíndice de F es el nivel de significancia, y los siguientes son los gl

del numerador y del denominador.
6. Observe que F(1−α/2),n gl,d gl � 1/Fα/2,dgl,ngl.

TABLA 8.2
Resumen del 
estadístico F
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240  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

Con (8.4.3) obtenemos

 F � 128 681.2

1 742.88
� 73.8325 (8.4.6)

El valor p, al obtener un valor F igual o mayor que 73.8325, es casi cero, lo cual implica el 
rechazo de la hipótesis que establece que el PIBPC y la TAM, conjuntamente, no tienen efecto 
sobre la mortalidad infantil. Si empleamos el nivel usual de signifi cancia de 5%, el valor F crítico 
para 2 gl en el numerador y 60 gl en el denominador (sin embargo, los gl reales son 61) es de casi 
3.15, o de 4.98 más o menos, si utiliza el nivel de signifi cancia de 1%. Obvio, el valor observado 
F de casi 74 excede por mucho cualquiera de estos valores críticos F.

El procedimiento de prueba F se generaliza de la siguiente manera.

Prueba de signifi cancia general de una regresión múltiple: 
la prueba F

Origen de la variación SC gl SCM

Debido a la regresión 257 362.4 2 128 681.2
Debido a residuos 106 315.6 61 1 742.88

Total 363 678 63 

TABLA 8.3
Tabla ANOVA para el 
ejemplo de mortalidad 
infantil

Sobra decir que en el caso de tres variables (Y y X2, X3) k es 3, en el caso de cuatro variables 
k es 4, y así sucesivamente.

A propósito, observe que la mayoría de los paquetes de regresión calcula el valor F (dado en 
la tabla de análisis de varianza) junto con los estadísticos usuales de regresión, como los coefi -
cientes estimados, sus errores estándar, los valores t, etc. Suele suponerse que la hipótesis nula 
para el cálculo t es βi = 0.

Regla de decisión Con el modelo de regresión con k variables:

Yi � β1 + β2 X2i + β3 X3i + · · · + βk Xki + ui

Para probar la hipótesis

H0: β2 � β3 � · · · � βk � 0

(es decir, todos los coefi cientes de pendiente son simultáneamente cero) frente a

H1: no todos los coefi cientes de pendiente son simultáneamente cero

calcule

 F � SCE/gl
SCR/gl

� SCE/(k − 1)
SCR/(n − k)

 (8.4.7)

si F > Fα (k − 1, n − k), rechace H0; de lo contrario, no la rechace, donde Fα(k − 1, n − k) es el 
valor F crítico en el nivel de signifi cancia α, y (k − 1) gl en el numerador y (n − k) gl en el de-
nominador. Por otra parte, si el valor p del F obtenido de (8.4.7) es lo bastante bajo, se puede 
rechazar H0.
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  241

Prueba de hipótesis individual y conjunta
En la sección 8.3 analizamos la prueba de signifi cancia de un solo coefi ciente de regresión, y en 
la sección 8.4, la prueba de signifi cancia conjunta o general de la regresión estimada (es decir, 
todos los coefi cientes de pendiente son simultáneamente iguales a cero). Repetimos que estas 
pruebas son diferentes. Así, con base en la prueba t o intervalo de confi anza (de la sección 8.3), 
es posible aceptar la hipótesis de que un coefi ciente de pendiente particular, βk, es cero, y aun 
rechazar la hipótesis conjunta de que todos los coefi cientes de pendiente son cero.

La lección es que el “mensaje” conjunto de los intervalos de confi anza individuales no sustituye 
una región de confi anza conjunta [implicada por la prueba F] en el momento de realizar pruebas de 
hipótesis conjuntas y efectuar afi rmaciones de confi anza conjuntas.8

Una relación importante entre R2 y F
Existe una relación estrecha entre el coefi ciente de determinación R2 y la prueba F en el análisis 
de varianza. En el supuesto de que las perturbaciones ui están normalmente distribuidas, y según 
la hipótesis nula de que β2 = β3 = 0, vimos que

 F � SCE/2

SCR/(n − 3)
 (8.4.8)

sigue una distribución F con 2 y n − 3 gl.
De modo más general, en el caso de k variables (inclusive el intercepto), si suponemos que las 

perturbaciones están normalmente distribuidas y que la hipótesis nula es

 H0: β2 � β3 � · · · � βk � 0 (8.4.9)

entonces se cumple que

 F � SCE/(k − 1)

SCR/(n − k)
 (8.4.7) = (8.4.10)

sigue la distribución F con k − 1 y n − k gl. (Nota: El número total de parámetros que se va a 
estimar es k, de los cuales uno es el término de intercepto.)

Manipulamos (8.4.10) de la siguiente manera:

 

F � n − k

k − 1

SCE

SCR

� n − k

k − 1

SCE

SCT− SCE

� n − k

k − 1

SCE/SCT

1 − (SCE/SCT)

� n − k

k − 1

R2

1 − R2

� R2/(k − 1)

(1 − R2)/(n − k)

 (8.4.11)

8 Fomby et al., op. cit., p. 42.
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242  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

donde se emplea la defi nición R2 = SCE/SCT. La ecuación (8.4.11) muestra la forma en que F 
y R2 están relacionadas. Las dos varían en relación directa. Cuando R2 = 0, F es cero ipso facto. 
Cuanto mayor sea la R2, mayor será el valor F. En el límite, cuando R2 = 1, F es infi nita. Así, la 
prueba F, que mide la signifi cancia general de la regresión estimada, es también una prueba de 
signifi cancia de R2. En otras palabras, la prueba de la hipótesis nula (8.4.9) equivale a probar la 
hipótesis nula de que el R2 (poblacional) es cero.

Para el caso de tres variables (8.4.11) se convierte en

 F � R2/2

(1 − R2)/(n − 3)
 (8.4.12)

En virtud de la estrecha conexión entre F y R2, la tabla ANOVA (tabla 8.1) se reformula como la 
tabla 8.4.

Para nuestro ejemplo ilustrativo, al utilizar (8.4.12) obtenemos:

F � 0.7077/2

(1 − 0.7077)/61
� 73.8726

que es casi el mismo que obtuvimos antes, excepto por los errores de redondeo.
Una ventaja de la prueba F expresada en términos de R2 es su facilidad de cálculo: todo lo que 

se necesita saber es el valor de R2. Por consiguiente, la prueba de signifi cancia general F dada en 
(8.4.7) se expresa en términos de R2 como se indica en la tabla 8.4.

Prueba de signifi cancia general de una regresión múltiple 
en términos de R2

Origen de la variación SC gl SCM*

Debido a la regresión R2( y 2
i ) 2 R2( y 2

i )/2

Debido a residuos (1 (1− R2)( y 2
i ) n − 3 − R2)( y 2

i )/(n − 3)

Total y 2
i n − 1

*Observe que para calcular el valor F no hay necesidad de multiplicar R 2 y (1 − R 2) por porque este término desaparece, como y 2
i

se muestra en la ecuación (8.4.12).

TABLA 8.4
Tabla ANOVA en térmi-
nos de R2

Regla de decisión Para probar la signifi cancia general de una regresión en términos de R2: una prueba alterna pero 
equivalente a (8.4.7).

Dado el modelo de regresión con k variables:

Yi � βi + β2 X2i + β3 X3i + · · · + βx Xki + ui

Para probar la hipótesis

H0: β2 � β3 � · · · � βk � 0

frente a

H1: no todos los coefi cientes de pendiente son simultáneamente cero

calcular

 F � R2/(k − 1)
(1 − R2)/(n − k)

 (8.4.13)

Si F > Fα(k−1, n−k), rechace H0; de lo contrario, puede aceptar H0, donde Fα(k−1, n−k) es el valor F 
crítico en el nivel de signifi cancia α, y (k − 1) gl es el numerador y (n − k) gl el denominador. Por 
otra parte, si el valor p del F obtenido de (8.4.13) es lo bastante bajo, rechace H0.
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  243

Antes de continuar, reconsideremos el ejemplo 7.5 del capítulo 7. De la regresión (7.10.7) se 
observa que el PIBPC (relativo al PIB per cápita) y el PIBPC al cuadrado explican sólo 10.92% 
de la variación en la tasa de crecimiento del PIB para una muestra de 190 países. Esta R2 de 
0.1092 parece un valor “bajo”. ¿Es estadísticamente distinto de cero? ¿Cómo averiguarlo?

Recuerde el análisis anterior en el apartado “Una relación importante entre R2 y F”, respecto 
de la relación entre R2 y el valor F como se dio en (8.4.11) u (8.4.12) para el caso específi co de 
dos regresoras. Como se observó, si R2 es cero, F es cero ipso facto, lo cual será el caso si las 
regresoras no tienen ningún efecto sobre la regresada. Por tanto, si añadimos R2 = 0.1092 en la 
fórmula (8.4.12), obtenemos

 F � 0.1092/2

(1 − 0.1092)/187
� 11.4618 (8.4.13)

Según la hipótesis nula de que R2 = 0, el valor F anterior sigue la distribución F con 2 y 187 gl en 
el numerador y denominador, respectivamente. (Nota: Hay 190 observaciones y dos regresoras.) 
De la tabla F se observa que este valor F es signifi cativo en un nivel de casi 5%; de hecho, el valor 
p es  0.00002. Por tanto, podemos rechazar la hipótesis nula de que las dos regresoras no tienen 
efecto sobre la regresada, a pesar de que R2 es de sólo 0.1092.

Este ejemplo permite una importante observación empírica: en los datos transversales que 
implican varias observaciones, por lo general se obtienen R2 bajas, debido a la diversidad de las 
unidades transversales. En consecuencia, no hay que sorprenderse o preocuparse si se tiene una 
R2 baja en regresiones transversales. Lo relevante es que el modelo esté bien especifi cado, que las 
regresoras tengan los signos correctos (es decir, los teóricamente esperados) y que (con un poco 
de suerte) los coefi cientes de regresión sean estadísticamente signifi cativos. El lector debe verifi -
car que, de manera individual, ambas regresoras de (7.10.7) sean estadísticamente signifi cativas 
en un nivel de 5% o mejor (es decir, menor que 5%).

La contribución “incremental” o “marginal” 
de una variable explicativa
En el capítulo 7 afi rmamos que por lo general no podemos asignar el valor R2 entre las distintas 
regresoras. En el ejemplo de la mortalidad infantil descubrimos que la R2 valía 0.7077, pero no 
fue posible saber qué parte de dicho valor se debía a la regresora PIBPC y qué parte a la TAM, 
debido a la posible correlación entre las dos regresoras de las muestras disponibles. Se aclara este 
asunto con la técnica del análisis de varianza.

Para el ejemplo presente, vimos que individualmente X2 (PIBPC) y X3 (TAM) eran estadísti-
camente signifi cativas con base en pruebas t (separadas). También observamos que, con base en 
la prueba F, colectivamente las dos regresoras tienen un efecto importante sobre la regresada Y 
(mortalidad infantil).

Ahora suponga que introducimos PIBPC y TAM de manera secuencial; es decir, primero ha-
cemos la regresión de la mortalidad infantil sobre PIBPC y evaluamos su signifi cancia, y después 
añadimos TAM al modelo para averiguar si contribuye en algo (por supuesto, puede invertirse el 
orden en el que se añaden PIBPC y TAM). Por contribución nos referimos al posible incremento 
“signifi cativo” de la SCE (y por tanto de la R2) en relación con la SCR si añadimos una variable 
al modelo. Esta contribución puede llamarse con toda propiedad contribución incremental o 
marginal de una variable explicativa.

El tema de la contribución incremental es importante en la práctica. En la mayoría de las 
investigaciones empíricas, el investigador puede no estar por completo seguro de que se justi-
fi que agregar una variable X al modelo, pues ya hay en él muchas otras variables X. No se desea in-
cluir variable(s) cuya contribución a la SCE sea poca. Por la misma causa, tampoco se quiere 
excluir variable(s) que aumente(n) sustancialmente la SCE. Pero, ¿cómo decidir si una variable 
X reduce signifi cativamente la SCR? La técnica del análisis de varianza puede extenderse con 
facilidad para responder esta pregunta.
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244  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

Suponga que primero hace la regresión de la mortalidad infantil sobre el PIBPC y obtiene la 
siguiente regresión:

 i � 157.4244 − 0.0114 PIBPC

t � (15.9894) (−3.5156) r2 � 0.1662

valor p � (0.0000) (0.0008) ajust.r2 � 0.1528

MI  (8.4.14)

Como muestran estos resultados, PIBPC tiene un efecto importante sobre MI. La tabla ANOVA 
correspondiente a la regresión anterior se da en la tabla 8.5.

Si suponemos que las perturbaciones ui están normalmente distribuidas y establecemos la 
hipótesis de que PIBPC no tiene ningún efecto sobre MI, obtenemos el valor F de

 F � 60 449.5

4 890.7822
� 12.3598 (8.4.15)

el cual sigue la distribución F con 1 y 62 gl. Este valor F resulta muy signifi cativo, pues el valor 
p calculado es de 0.0008. Por tanto, como antes, rechazamos la hipótesis de que PIBPC no tiene 
efecto alguno sobre MI. A propósito, observe que t 2 = (−3.5156)2 = 12.3594, lo cual es casi lo 
mismo que el valor F de (8.4.15), donde el valor t se obtiene de (8.4.14). Pero esto no debe sor-
prender, porque el cuadrado del estadístico t con n gl es igual al valor F con 1 gl en el numerador 
y n gl en el denominador, relación que se estableció en el capítulo 5. Note que en este ejemplo 
n = 64.

Una vez efectuada la regresión (8.4.14), supongamos que decidimos agregar X3 al modelo y 
obtener la regresión múltiple (8.1.4). Las preguntas son:

1. ¿Cuál es la contribución marginal o incremental de TAM si sabemos que PIBPC ya aparece en 
el modelo y está relacionada signifi cativamente con MI?

2. ¿Es la contribución incremental de TAM estadísticamente signifi cativa?

3. ¿Cuál es el criterio para agregar variables al modelo?

Estas preguntas se resuelven mediante la técnica ANOVA. Para ver esto elaboramos la tabla 8.6. 
En esta tabla, X2 se refi ere al PIBPC y X3 a la TAM.

Para evaluar la contribución incremental de X3 después de considerar la contribución de X2, 
calculamos

 F � Q2/gl

Q4/gl

� (SCEnueva − SCEvieja)/número de regresoras nuevas

SCRnueva/gl ( � n − número de parámetros en el nuevo modelo)

 � Q2/1

Q4/61
para este ejemplo (8.4.16)

Origen de la variación SC gl SCM

SCE (debido al PIBPC) 60 449.5 1 60 449.5
SCR 303 228.5 62 4 890.7822

Total 363 678 63 

TABLA 8.5
Tabla ANOVA para la 
ecuación de regresión 
(8.4.14)
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  245

donde SCEnueva = SCE según el modelo nuevo (es decir, después de agregar las regresoras nue-
vas = Q3), SCEvieja = SCE según el modelo antiguo ( = Q1) y SCRnueva = SCR según el nuevo 
(es decir, después de considerar todas las regresoras = Q4). Para este ejemplo ilustrativo, los 
resultados se presentan en la tabla 8.7.

Ahora, al aplicar la ecuación (8.4.16), obtenemos

 F � 196 912.9

1 742.8786
� 112.9814 (8.4.17)

Según los supuestos usuales, este valor F sigue la distribución F con 1 y 62 gl. El lector verifi cará 
que este valor F es muy signifi cativo, lo cual sugiere que la incorporación de TAM al modelo au-
menta en gran medida la SCE y, por tanto, el valor R2. En consecuencia, TAM debe incorporarse 
al modelo. Una vez más, observe que si elevamos al cuadrado el valor del coefi ciente de TAM en 
la regresión múltiple (8.1.4), que es (−10.6293)2, obtendremos el valor F de (8.4.17), salvo por 
errores de redondeo.

A propósito, la razón F de (8.4.16) se reformula sólo en términos de los valores R2, como 
en (8.4.13). Como lo indica el ejercicio 8.2, la razón F de (8.4.16) es equivalente a la siguiente 
razón F:9

F � R2
nueva − R2

vieja gl

1 − R2
nueva gl

� R2
nueva − R2

vieja número de regresoras nuevas

1 − R2
nueva gl ( � n − número de parámetros en el nuevo modelo)

  (8.4.18)

SCMglSCOrigen de la variación

SCE debido sólo a X2 Q1 � β̂2
1 2 x 2

2 1 Q1

1

SCE debido a la adición de X3 Q2 � Q3 − Q1 1 Q2

1

SCE debido tanto a X2 como a X3 Q3 � β̂2 yi x2i + β̂3 yi x3i 2 Q3

2

SCR Q4 � Q5 − Q3 n − 3

Total Q5 � y 2
i n − 1

Q4

n − 3

TABLA 8.6
Tabla ANOVA para eva-
luar la contribución in-
cremental de una o más 
variables

TABLA 8.7
Tabla ANOVA para el 
ejemplo ilustrativo: 
análisis incremental

  Origen de la variación SC gl SCM

   SCE debido a PIBPC 60 449.5 1 60 449.5
SCE debido a la adición de TAM 196 912.9 1 196 912.9
ESCE debido tanto a PIBPC como a TAM 257 362.4 2 128 681.2
SCR 106 315.6 63 1 742.8786

Total 363 678 63

9 La siguiente prueba F es un caso especial de la prueba F más general dada en (8.6.9) u (8.6.10), en la sec-
ción 8.6.
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246  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

Esta razón F también sigue la distribución F con los gl apropiados en el numerador y el denomi-
nador, 1 y 61, respectivamente, en el ejemplo ilustrativo.

Para nuestro ejemplo, R2
nueva = 0.7077 [de (8.1.4)] y R2

vieja = 0.1662 [de (8.4.14)]. Por consi-
guiente,

 F � (0.7077 − 0.1662)/1

(1 − 0.7077)/61
� 113.05 (8.4.19)

lo cual es casi lo mismo que el valor F de (8.4.17), excepto por errores de redondeo. Esta F es 
muy signifi cativa, pues refuerza el descubrimiento anterior de que la variable TAM pertenece al 
modelo.

Advertencia: Si utiliza la versión R2 de la prueba F dada en (8.4.11), asegúrese de que la va-
riable dependiente en el modelo reciente y en el anterior sea la misma. Si son diferentes utilice 
la prueba F de (8.4.16).

Cuándo agregar una nueva variable
El procedimiento de prueba F recién presentado constituye un método formal para decidir si una 
variable debe adicionarse a un modelo de regresión. A menudo, los investigadores se enfrentan a 
la labor de escoger entre diversos modelos en competencia, que consideran la misma variable 
dependiente pero diferentes variables explicativas. Como un asunto de elección ad hoc (debido 
a que muchas veces la base teórica del análisis es débil), estos investigadores seleccionan el 
modelo que presenta la R2 ajustada más elevada. Por consiguiente, si la inclusión de una variable 
incrementa R̄2, ésta se conserva en el modelo aunque no reduzca signifi cativamente la SCR en 
sentido estadístico. La pregunta entonces es: ¿cuándo aumenta R2 ajustada? Puede demostrarse 
que R̄2 aumenta si el valor t del coefi ciente de la variable recién agregada es mayor que 1 en 
valor absoluto, donde el valor t se calcula según la hipótesis de que el valor poblacional del men-
cionado coefi ciente es cero [es decir, el valor t calculado a partir de (5.3.2) conforme a la hipó-
tesis de que el verdadero β es cero].10 El criterio anterior también se plantea en forma diferente: 
R̄2 aumenta con la adición de una variable explicativa sólo si el valor F(= t 2) de esa variable 
es superior a 1.

Con cualquier criterio, la variable TAM con un valor t de −10.6293 o un valor F de 112.9814 
debe aumentar R̄2, lo cual sin duda sucede: cuando se agrega TAM al modelo, R̄2 se incremen-
ta de 0.1528 a 0.6981.

Cuándo agregar un grupo de variables
¿Se puede elaborar una regla similar para decidir si se justifi ca agregar (o quitar) un grupo de 
variables del modelo? La respuesta debe ser clara a partir de (8.4.18): si la adición (o elimina-
ción) de un grupo de variables al modelo genera un valor F mayor (menor) que 1, R2 aumenta 
(disminuye). Por supuesto, de (8.4.18) se deriva fácilmente si la adición (disminución) de un 
grupo de variables incrementa (reduce) de modo signifi cativo el poder explicativo de un modelo 
de regresión.

8.5 Prueba de igualdad de dos coefi cientes de regresión

Suponga que en la regresión múltiple

 Yi � β1 + β2 X2i + β3 X3i + β4 X4i + ui (8.5.1)

10 Para una demostración, véase Dennis J. Aigner, Basic Econometrics, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, Nueva 
Jersey, 1971, pp. 91-92.
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  247

deseamos probar la hipótesis

 
H0: β3 � β4 o β3 − β4) � 0

H1: β3 β4 o

(

(β3 − β4) 0
 (8.5.2)

es decir, los dos coefi cientes de pendiente β3 y β4 son iguales.
Una hipótesis nula de este tipo tiene importancia práctica; por ejemplo, si (8.5.1) representa 

la función de demanda de un bien donde Y = cantidad demandada del bien, X2 = precio del bien, 
X3 = ingreso del consumidor y X4 = riqueza del consumidor. La hipótesis nula en este caso sig-
nifi ca que los coefi cientes de ingreso y riqueza son los mismos. Si Yi y las X están expresadas en 
forma logarítmica, la hipótesis nula en (8.5.2) implica que las elasticidades ingreso y riqueza del 
consumo son iguales. (¿Por qué?)

¿Cómo probamos una hipótesis nula como ésta? Con los supuestos clásicos se demuestra 
que

 t � (β̂3 − β̂4) − (β3 − β4)

ee (β̂3 − β̂4)
 (8.5.3)

sigue la distribución t con (n − 4) gl porque (8.5.1) es un modelo con cuatro variables o, más 
generalmente, con (n − k) gl, donde k es el número total de parámetros estimados, inclusive el 
término constante. El ee (β̂3 − β̂4) se obtiene de la siguiente fórmula conocida (véase detalles en 
el apéndice A):

 ee (β̂3 − β̂4) � var (β̂3) + var (β̂4) − 2 cov (β̂3, β̂4)  (8.5.4)

Si sustituimos la hipótesis nula y la expresión para el ee β̂3 − β̂4 en (8.5.3), el estadístico de 
prueba se convierte en

 t � β̂3 − β̂4

var (β̂3) + var (β̂4) − 2 cov (β̂3, β̂4)
 (8.5.5)

Ahora el procedimiento de prueba comprende los siguientes pasos:

1. Estime β̂3 y β̂4. Cualquier software estándar puede hacerlo.

2. La mayoría de los programas de computación calcula las varianzas y covarianzas de los pará-
metros estimados.11 De estas estimaciones, el error estándar en el denominador de (8.5.5) se 
obtiene fácilmente.

3. Obtenga la razón t de (8.5.5). Observe que la hipótesis nula en el caso presente es 
(β3 − β4) = 0.

4. Si la variable t calculada de (8.5.5) excede el valor t crítico en el nivel de signifi cancia desig-
nado para los gl dados, puede rechazar la hipótesis nula; de lo contrario, no la rechace. En 
forma alterna, si el valor p del estadístico t de (8.5.5) es razonablemente bajo, puede rechazar 
la hipótesis nula. Observe que mientras más bajo sea el valor p, mayor será la evidencia en 
contra de la hipótesis nula. Por tanto, cuando se dice que un valor p es bajo o razonablemente 
bajo, se quiere decir que es menor que el nivel de signifi cancia, por ejemplo, 10, 5 o 1%. En 
esta decisión está implícito cierto criterio personal.

11 La expresión algebraica para la fórmula de la covarianza es un poco compleja. En el apéndice C se ofrece 
una expresión compacta de ella, aunque con notación matricial.

09_Maq. Cap. 08_Gujarati.indd   24709_Maq. Cap. 08_Gujarati.indd   247 12/19/09   11:07:59 PM12/19/09   11:07:59 PM

US
O 
DI
DÁ
CT
IC
O



248  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

8.6  Mínimos cuadrados restringidos: pruebas de restricciones
de igualdades lineales

Hay ocasiones en las cuales la teoría económica puede sugerir que los coefi cientes en un modelo 
de regresión satisfacen algunas restricciones de igualdades lineales. Por ejemplo, considere la 
función de producción Cobb-Douglas:

 Yi � β1 Xβ2

2i Xβ3

3i eui (7.9.1) = (8.6.1)

donde Y = producción, X2 = insumo trabajo y X3 = insumo capital. Escrita en forma de loga-
ritmo, la ecuación se convierte en

 ln Yi � β0 + β2 ln X2i + β3 ln X3i + ui (8.6.2)

donde β0 = ln β1.
Ahora, si existen rendimientos constantes a escala (un cambio equiproporcional en la produc-

ción ante un cambio equiproporcional en los insumos), la teoría económica sugeriría que

 β2 + β3 = 1 (8.6.3)

el cual es un ejemplo de una restricción de igualdad lineal.12

¿Cómo saber si hay rendimientos constantes a escala, es decir, si es válida la restricción 
(8.6.3)? Existen dos métodos.

Recuerde la función cúbica del costo total estimada en el ejemplo 7.4, sección 7.10, que se 
reproduce en seguida:

 

Ŷ i � 141.7667 + 63.4777Xi − 12.9615X 2
i + 0.9396Xi

3

ee � (6.3753) (4.7786) (0.9857) (0.0591)

cov (β̂3, β̂4) � −0.0576; R 2 � 0.9983

 (7.10.6)

donde Y es el costo total y X es la producción, y donde las cifras en paréntesis son los errores 
estándar estimados.

Suponga que deseamos probar la hipótesis de que los coefi cientes de los términos X2 y X3 
en la función cúbica de costo son los mismos, es decir, β3 = β4 o (β3 − β4) = 0. En la regresión 
(7.10.6) aparecen todos los resultados necesarios para realizar la prueba t a partir de (8.5.5). La 
mecánica es la siguiente:

 

t � β̂3 − β̂4

var (β̂3) + var (β̂4) − 2 cov (β̂3, β̂4)

� −12.9615 − 0.9396

(0.9867)2 + (0.0591)2 − 2(−0.0576)

� −13.9011
1.0442

� −13.3130

 (8.5.6)

El lector puede verifi car que, para 6 gl (¿por qué?), el valor t observado excede el valor t crítico 
aun en el nivel de signifi cancia de 0.002 (o 0.2%) (prueba de dos colas); el valor p es extrema-
damente pequeño, 0.000006. Por tanto, podemos rechazar la hipótesis de que los coefi cientes 
de X2 y X3 en la función cúbica de costo son idénticos.

EJEMPLO 8.2
De nuevo, la función
cúbica de costo

12 Si tuviéramos β2 + β3 < 1, esta relación sería un ejemplo de restricción de desigualdad lineal. Para el ma-
nejo de tales restricciones se requieren técnicas de programación matemática.
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  249

El enfoque de la prueba t
El procedimiento más simple es estimar (8.6.2) de la forma usual sin tener en cuenta la restric-
ción (8.6.3) explícitamente. Esto se denomina regresión no restringida o no limitada. Tras 
estimar β2 y β3 (por ejemplo, mediante el método de MCO) se realiza una prueba de la hipótesis 
o restricción (8.6.3) mediante la prueba t de (8.5.3), a saber:

 

t � (β̂2 + β̂3) − (β2 + β3)

ee (β̂2 + β̂3)

� (β̂2 + β̂3) − 1

var (β̂2) + var (β̂3) + 2 cov (β̂2, β̂3)

 (8.6.4)

donde (β2 + β3) = 1 según la hipótesis nula y el denominador es el error estándar de (β̂2 + β̂3). 
Entonces, según la sección 8.5, si el valor t calculado a partir de (8.6.4) excede el valor t crítico 
en el nivel de signifi cancia seleccionado, rechazamos la hipótesis de rendimientos constantes a 
escala; de lo contrario, no la rechazamos.

Enfoque de la prueba F: mínimos cuadrados restringidos
La prueba t anterior es una clase de examen post mortem, pues se trata de encontrar si se satisface 
la restricción lineal después de estimar la regresión “no restringida”. Un método directo sería 
incorporar la restricción (8.6.3) en el procedimiento de estimación desde el comienzo. En el 
ejemplo presente, este procedimiento se realiza fácilmente. De (8.6.3) vemos que:

 β2 = 1 − β3 (8.6.5)

o

 β3 = 1 − β2 (8.6.6)

Por consiguiente, con cualquiera de estas igualdades podemos eliminar un coefi ciente β en (8.6.2) 
y estimar la ecuación resultante. Así, si utilizamos (8.6.5) escribimos la función de producción 
Cobb-Douglas de la siguiente manera:

ln Yi � β0 + (1 − β3) ln X2i + β3 ln X3i + ui

� β0 + ln X2i + β3(ln X3i − ln X2i ) + ui

o

 (ln Yi − ln X2i ) � β0 + β3(ln X3i − ln X2i ) + ui (8.6.7)

o

 ln (Yi/X2i ) � β0 + β3 ln (X3i/X2i ) + ui (8.6.8)

donde (Yi/X2i) = razón producción/trabajo y (X3i/X2i) = razón capital/trabajo, indicadores de 
gran importancia económica.

Observe cómo se transforma la ecuación original (8.6.2). Una vez que se estima β3 de (8.6.7) 
u (8.6.8), β2 se estima con facilidad a partir de la relación (8.6.5). Sobra decir que este proce-
dimiento garantiza que la suma de los coefi cientes estimados de los dos insumos iguale a 1. El 
procedimiento esquematizado en (8.6.7) o en (8.6.8) se conoce como mínimos cuadrados res-
tringidos (MCR). Este procedimiento puede generalizarse a modelos con cualquier número de 
variables explicativas y más de una restricción de igualdad lineal. La generalización se encuentra 
en Theil.13 (Véase en seguida la prueba F general.)

13 Henri Theil, Principles of Econometrics, John Wiley & Sons, Nueva York, 1971, pp. 43-45.
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250  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

¿Cómo comparamos las regresiones de mínimos cuadrados no restringidas y las restringidas? 
En otras palabras, ¿cómo saber que, por ejemplo, la restricción (8.6.3) es válida? Esta pregunta 
se verifi ca al aplicar la prueba F de la siguiente manera. Sea

û2
NR � SCR de la regresión no restringida (8.6.2)

û2
R � SCR de la regresión restringida (8.6.7)

m � número de restricciones lineales (1 en el presente ejemplo)

k � número de parámetros en la regresión no restringida

n � número de observaciones

Entonces,

 

F � (SCRR − SCRNR)/m

SCRNR)( n − k)

� û2
R − û2

NR m

û2
NR (n − k)

 (8.6.9)

sigue la distribución F con m, (n − k) gl. (Nota: Las letras NR y R representan “no restringida” 
y “restringida”, respectivamente.)

La anterior prueba F también se expresa en términos de R2 de la siguiente manera:

 F � R2
NR − R2

R m

1 − R2
NR (n − k)

 (8.6.10)

donde R2
NR y R2

R son los valores R2 obtenidos de las regresiones no restringida y restringida res-
pectivamente, es decir, de las regresiones (8.6.2) y (8.6.7). Debe observarse que

 R2
NR ≥ R2

R (8.6.11)

y

 û2
NR ≤ û2

R (8.6.12)

En el ejercicio 8.4 se le pide justifi car estas afi rmaciones.
Advertencia: Al utilizar (8.6.10) tenga en mente que si la variable dependiente en los mode-

los restringido y no restringido no es la misma, R2
NR y R2

R no son directamente comparables. En 
ese caso, utilice el procedimiento descrito en el capítulo 7 para hacer comparables los dos valores 
de R2 (véase el ejemplo 8.3 en seguida), o utilice la prueba F de la ecuación (8.6.9).

A fi n de ilustrar el análisis anterior, considere los datos de la tabla 8.8. El ajuste de la función de 
producción Cobb-Douglas a esos datos produjo los siguientes resultados:

ln PIB t � −1.6524 + 0.3397 ln Trabajot + 0.8460 ln Capitalt
t � (−2.7259) (1.8295)

valor p � (0.0144) (0.0849)

(9.0625)

(0.0000)

R2 � 0.9951 SCRNR � 0.0136

 (8.6.13)

donde SCRNR es la SCR no restringida, pues no se pusieron restricciones al estimar (8.6.13).

EJEMPLO 8.3
Función de produc-
ción Cobb-Douglas 
para la economía 
mexicana, 1955-
1974
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  251

Ya vimos en el capítulo 7 cómo interpretar los coefi cientes de la función de producción Cobb-
Douglas. Como se aprecia, la elasticidad producción/trabajo es de casi 0.34 y la elasticidad 
producción/capital vale casi 0.85. Si sumamos estos coefi cientes se obtiene 1.19, lo que sugiere 
que quizá la economía mexicana experimentó durante ese periodo establecido rendimientos 
crecientes a escala. Por supuesto, desconocemos si 1.19 es estadísticamente diferente de 1.

Para ver si es el caso, se impone una restricción de rendimientos constantes a escala, lo cual 
da la siguiente regresión:

ln (PIB/Trabajo)t � −0.4947 + 1.0153 ln (Capital/Trabajo)t

t � (−4.0612) (28.1056)

valor p � (0.0007) (0.0000)

R2
R � 0.9777 SCRR � 0.0166

 (8.6.14)

donde SCRR es la SCR restringida, pues impusimos la restricción de que haya rendimientos 
constantes a escala.

(continúa)

TABLA 8.8
PIB real, empleo y 
capital fi jo real en 
México

Fuente: Victor J. Elias, Sources 
of Growth: A Study of Seven 
Latin American Economies, 
International Center for Eco-
nomic Growth, ICS Press, San 
Francisco, 1992. Datos tomados 
de las tablas E5, E12 y E14.

Año PIB* Empleo† Capital fi jo‡

1955 114 043 8 310 182 113
1956 120 410 8 529 193 749
1957 129 187 8 738 205 192
1958 134 705 8 952 215 130
1959 139 960 9 171 225 021
1960 150 511 9 569 237 026
1961 157 897 9 527 248 897
1962 165 286 9 662 260 661
1963 178 491 10 334 275 466
1964 199 457 10 981 295 378
1965 212 323 11 746 315 715
1966 226 977 11 521 337 642
1967 241 194 11 540 363 599
1968 260 881 12 066 391 847
1969 277 498 12 297 422 382
1970 296 530 12 955 455 049
1971 306 712 13 338 484 677
1972 329 030 13 738 520 553
1973 354 057 15 924 561 531
1974 374 977 14 154 609 825

* Millones de pesos de 1960.
† Miles de personas.
‡ Millones de pesos de 1960.
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252  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

Prueba F general14

La prueba F dada en (8.6.10) o su equivalente en (8.6.9) proporciona un método general de 
prueba de hipótesis sobre uno o más parámetros del modelo de regresión con k variables:

 Yi � β1 + β2 X2i + β3 X3i + · · · + βk Xki + ui  (8.6.15)

La prueba F de (8.4.16) o la prueba t de (8.5.3) no es otra cosa que una aplicación específi ca de 
(8.6.10). Así, hipótesis como

 H0: β2 = β3  (8.6.16)

 H0: β3 + β4 + β5 = 3  (8.6.17)

que consideran algunas restricciones lineales en los parámetros del modelo con k variables, o 
hipótesis como

 H0: β3 = β4 = β5 = β6 = 0  (8.6.18)

que implica que algunas regresoras están ausentes del modelo, pueden probarse mediante la 
prueba F de (8.6.10).

Del análisis en las secciones 8.4 y 8.6, el lector habrá notado que la estrategia general de la 
prueba F es la siguiente: hay un modelo más grande, el modelo no restringido (8.6.15), y un 
modelo más pequeño, el modelo restringido o limitado, que se obtuvo del modelo más grande al 
eliminar algunas de sus variables, por ejemplo (8.6.18), o al colocar algunas restricciones lineales 
sobre uno o más coefi cientes del modelo más grande, por ejemplo (8.6.16) u (8.6.17).

Como la variable dependiente en las dos regresiones anteriores es diferente, tenemos que 
utilizar la prueba F dada en (8.6.9). Se cuenta con los datos necesarios para obtener el valor F.

F � (SCRR − SCRNR)/m
SCRNR/(n − k)

� (0.0166 − 0.0136)/1
(0.0136)/(20 − 3)

� 3.75

Observe que en el presente caso m = 1, pues sólo se impuso una restricción y (n − k) es 17, en 
vista de que se tienen 20 observaciones y tres parámetros en la regresión no restringida.

Este valor F sigue una distribución F con 1 gl en el numerador y 17 en el denominador. El 
lector puede verifi car con facilidad que esta F no es signifi cativa, en un nivel de signifi cancia de 
5%. (Véase el apéndice D, tabla D.3.)

Así, la conclusión es que la economía mexicana quizá se caracterizó por rendimientos cons-
tantes a escala en el periodo de muestra y, por tanto, no hay daño alguno al utilizar la regresión 
restringida dada en (8.6.14). Como muestra esta regresión, si la razón capital/trabajo se incre-
mentó 1%, en promedio, la productividad del trabajo aumentó casi 1%.

EJEMPLO 8.3
(continuación)

14 Si se utiliza el método de máxima verosimilitud en la estimación, entonces hay una prueba semejante a la 
que estudiará en seguida, a saber, la prueba de razón de verosimilitud, la cual es un poco complicada 
y por tanto se estudia en el apéndice de este capítulo. Para un análisis más a fondo, véase Theil, op. cit., 
pp. 179-184.
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Ajustamos entonces los modelos no restringido y restringido a los datos y obtenemos los 
coefi cientes de determinación respectivos, a saber, R2

NR y R2
R. Se observan los gl en el modelo no 

restringido (= n − k) y también los gl en el modelo restringido (= m), con m como el número
de restricciones lineales [por ejemplo 1 en (8.6.16) o en (8.6.18)] o el número de regresoras 
omitidos del modelo [por ejemplo m = 4 si se cumple (8.6.18), pues se supone que hay cuatro 
regresoras ausentes del modelo]. Así podemos calcular la razón F como se indica en (8.6.9) u 
(8.6.10), y utilizar esta regla de decisión: si la F calculada excede Fα(m, n − k), donde Fα(m,
n − k) es el F crítico en el nivel de signifi cancia α, se rechaza la hipótesis nula; de lo contrario 
no se rechaza.

Ilustremos lo anterior:

En el ejercicio 7.19, entre otras cosas, se le pidió considerar la siguiente función de demanda 
de pollos:

 lnYt � β1 + β2 ln X2t + β3 ln X3t + β4 ln X4t + β5 ln X5t + ui (8.6.19)

donde Y = consumo de pollo per cápita, lbs; X2 = ingreso real disponible per cápita, $; X3 = 
precio real al menudeo del pollo por lb, ¢; X4 = precio real al menudeo del cerdo por lb, ¢ y 
X5 = precio real de la carne de res por lb, ¢.

En este modelo β2, β3, β4 y β5 son las elasticidades ingreso, precio-propio, precio-cruzado 
(cerdo) y precio-cruzado (carne de res). (¿Por qué?) De acuerdo con la teoría económica,

 

β2 > 0

β3 < 0

β4 > 0, si el pollo y el cerdo son productos que compiten

< 0, si el pollo y el cerdo son productos complementarios

� 0, si el pollo y el cerdo son productos no relacionados

β5 > 0, si el pollo y la carne de res son productos que compiten

< 0, si el pollo y el cerdo son productos complementarios

� 0, si el pollo y el cerdo son productos no relacionados

 (8.6.20)

Suponga que alguien afi rma que el pollo, el cerdo y la carne de res son productos no rela-
cionados en el sentido de que al consumo de pollo no le afectan los precios del cerdo ni de la 
carne de res. En resumen,

 H0: β4 � β5 � 0 (8.6.21)

Por consiguiente, la regresión restringida se transforma en

 lnYt � β1 + β2 ln X2t + β3 ln X3t + ut (8.6.22)

La ecuación (8.6.19) es, a todas luces, la regresión no restringida.
Con la información del ejercicio 7.19 obtenemos lo siguiente:
Regresión no restringida

lnYt � 2.1898 + 0.3425 ln X2t − 0.5046 ln X3t + 0.1485 ln X4t + 0.0911 ln X5t

(0.1557) (0.0833) (0.1109) (0.0997) (0.1007)

R2
NR 0.9823 (8.6.23)

Regresión restringida

lnYt � 2.0328 + 0.4515 ln X2t − 0.3772 ln X3t

(0.1162) (0.0247) (0.0635)

R 2
R � 0.9801

 (8.6.24)

(continúa)

EJEMPLO 8.4
Demanda de carne 
de pollo en Estados 
Unidos, 1960-1982
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254  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

8.7  Prueba para la estabilidad estructural o paramétrica 
de los modelos de regresión: la prueba de Chow

Cuando utilizamos un modelo de regresión que implica series de tiempo, tal vez se dé un cam-
bio estructural en la relación entre la regresada Y y las regresoras. Por cambio estructural nos 
referimos a que los valores de los parámetros del modelo no permanecen constantes a lo largo 
de todo el periodo. A veces el cambio estructural se debe a fuerzas externas (por ejemplo, el em-
bargo petrolero impuesto por la OPEP en 1973 y 1979, o la Guerra del Golfo de 1990-1991), o 
a cambios en las políticas (como la transformación de un sistema de tasa de cambio fi ja por otro 
sistema fl exible, alrededor de 1973) o por acciones tomadas por el Congreso estadounidense (por 
ejemplo, los cambios impositivos iniciados por el presidente Reagan durante sus dos periodos de 
gobierno, o por los cambios en los salarios mínimos), u otras causas diversas.

¿Cómo saber que de verdad ocurrió un cambio estructural? Para ser específi cos, considere 
los datos de la tabla 8.9 sobre el ingreso personal disponible y el ahorro personales, en miles de 
millones de dólares, para Estados Unidos de 1970 a 1995. Suponga que deseamos estimar una 
sencilla función ahorro que relacione el ahorro (Y ) con el ingreso personal disponible IPD (X ). 
Como tenemos los datos se puede calcular una regresión por MCO de Y sobre X. Pero, al hacerlo, 
afi rmamos que la relación entre ahorros e IPD no cambió mucho durante el lapso de 26 años. Éste 
tal vez sea un supuesto difícil de creer. Por ejemplo, se sabe muy bien que en 1982 Estados Uni-
dos experimentó su peor recesión en tiempos de paz. La tasa de desempleo civil alcanzó 9.7%, 

donde las cifras en paréntesis son los errores estándar estimados. Nota: Los valores de R2 de 
(8.6.23) y (8.6.24) son comparables, pues la variable dependiente en los dos modelos es la 
misma.

Ahora la razón F para probar la hipótesis (8.6.21) es

 F � R2
NR − R2

R /m

1 − R2
NR /(n − k)

 (8.6.10)

En este caso, el valor de m es 2, pues hay dos restricciones: β4 = 0 y β5 = 0. Los gl del denomi-
nador (n − k) son 18, porque n = 23 y k = 5 (5 coefi cientes β).

Por consiguiente, la razón F es

 F � (0.9823 − 0.9801)/2
(1 − 0.9823)/18

� 1.1224

 (8.6.25)

que tiene una distribución F con 2 y 18 gl.
En el nivel de 5% se aprecia con claridad que este valor F no es estadísticamente signifi ca-

tivo [F0.05(2,18) = 3.55]. El valor p es 0.3472. Por consiguiente, no hay razón para rechazar la 
hipótesis nula: la demanda de pollo no depende de los precios del cerdo ni de la carne de res. 
En resumen, aceptamos la regresión restringida (8.6.24) como la que representa la función de 
demanda de pollo.

Observe que la función de demanda satisface las expectativas económicas a priori, pues la 
elasticidad precio-propio es negativa y la elasticidad ingreso es positiva. Sin embargo, la elastici-
dad precio estimada, en valor absoluto, es estadísticamente menor que la unidad, lo que implica 
que la demanda de pollo es inelástica al precio. (¿Por qué?) Además, la elasticidad ingreso, si 
bien es positiva, estadísticamente también es menor que la unidad, lo que sugiere que el pollo 
no es un artículo de lujo; por convención, se dice que un artículo es de lujo si su elasticidad 
ingreso es mayor que uno.

EJEMPLO 8.4
(continuación)
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  255

la más alta desde 1948. Un suceso como éste pudo perturbar la relación entre el ahorro y el IPD. 
Para ver si lo anterior sucedió, dividamos la muestra en dos periodos: 1970-1981 y 1982-1995, 
antes y después de la recesión de 1982.

Ahora tenemos tres posibles regresiones:

Periodo 1970-1981: Yt = λ1 + λ2X t + u1t n1 = 12 (8.7.1)

Periodo 1982-1995: Yt = γ1 + γ 2X t + u2t n2 = 14 (8.7.2)

Periodo 1970-1995: Yt = α1 + α2X t + ut n = (n1 + n2) = 26 (8.7.3)

La regresión (8.7.3) supone que no hay diferencia entre los dos periodos, y por tanto estima la 
relación entre el ahorro y el IPD para la totalidad del periodo, que consiste en 26 observaciones. 
En otras palabras, esta regresión supone que el intercepto, así como el coefi ciente de la pendiente, 
permanecen constantes durante todo el periodo; es decir, no hay cambio estructural. Si ésta fuera 
la situación, entonces α1 = λ1 = γ1 y α2 = λ2 = γ2.

Las regresiones (8.7.1) y (8.7.2) suponen que las regresiones en ambos periodos son distintas; 
es decir, el intercepto y los coefi cientes de las pendientes son diferentes, como se indica mediante 
los parámetros con subíndice. En las regresiones anteriores, las u representan los términos de 
error y las n el número de observaciones.

Para los datos de la tabla 8.9, las contrapartes empíricas de las tres regresiones anteriores son 
las siguientes:

 

Ŷt � 1.0161 + 0.0803 Xt

t � (0.0873) (9.6015)

R2 � 0.9021 SCR1 � 1 785.032 gl � 10

 (8.7.1a)

 

Ŷt � 153.4947 + 0.0148Xt

t � (4.6922) (1.7707)

R2 � 0.2971 SCR2 � 10 005.22 gl � 12

 (8.7.2a)

 

Ŷt � 62.4226 + 0.0376 Xt + · · ·
t � (4.8917) (8.8937) + · · ·

R2 � 0.7672 SCR3 � 23 248.30 gl � 24

 (8.7.3a)

TABLA 8.9
Ahorro e ingreso perso-
nal disponible (en miles 
de millones de dólares) 
para Estados Unidos, 
1970-1995

Fuente: Economic Report of the 
President, 1997, tabla B-28, 
p. 332.

Observación Ahorro Ingreso Observación Ahorro Ingreso

1970  61.0  727.1 1983 167.0 2 522.4
1971  68.6  790.2 1984 235.7 2 810.0
1972  63.6  855.3 1985 206.2 3 002.0
1973  89.6  965.0 1986 196.5 3 187.6
1974  97.6 1 054.2 1987 168.4 3 363.1
1975 104.4 1 159.2 1988 189.1 3 640.8
1976  96.4 1 273.0 1989 187.8 3 894.5
1977  92.5 1 401.4 1990 208.7 4 166.8
1978 112.6 1 580.1 1991 246.4 4 343.7
1979 130.1 1 769.5 1992 272.6 4 613.7
1980 161.8 1 973.3 1993 214.4 4 790.2
1981 199.1 2 200.2 1994 189.4 5 021.7
1982 205.5 2 347.3 1995 249.3 5 320.8
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256  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

En las regresiones anteriores, SCR denota la suma de cuadrados residual, y las cifras entre parén-
tesis son los valores estimados t.

Una mirada a las regresiones estimadas indica que la relación entre el ahorro y el IPD no es 
la misma en los dos subperiodos. La pendiente en las regresiones anteriores de ahorro-ingreso 
representa la propensión marginal a ahorrar (PMA); es decir, el cambio (medio) en el aho-
rro como resultado del incremento de un dólar en el ingreso personal disponible. En el periodo 
1970-1981 la PMA fue de casi 0.08, en tanto que para el periodo 1982-1995 fue de casi 0.02. 
Resulta difícil decir si este cambio se debió a las políticas económicas del presidente Reagan. Lo 
anterior indica, además, que quizá no sea adecuada la regresión conjunta (8.7.3a), es decir, la 
que reúne las 26 observaciones y efectúa una regresión común sin tener en cuenta las posibles di-
ferencias en los dos subperiodos. Por supuesto, las afi rmaciones anteriores necesitan justifi carse 
por prueba(s) estadística(s) apropiada(s). A propósito, los diagramas de dispersión y las líneas de 
regresión estimadas se muestran en la fi gura 8.3.

Ahora bien, las posibles diferencias —es decir, los cambios estructurales— quizá se deban a 
diferencias en el intercepto o en el coefi ciente de la pendiente, o a ambos. ¿Cómo saberlo? De la 
fi gura 8.3 se obtiene una intuición gráfi ca. Pero resulta útil contar con una prueba formal.

Aquí es donde la prueba de Chow muestra su valía.15 La prueba supone que:

1. u1t ∼ N(0, σ 2) y u2t ∼ N(0, σ 2). Es decir, los términos de error en las regresiones de los sub-
periodos están normalmente distribuidos con la misma varianza (homoscedástica) σ 2.

2. Los dos términos de error (u1t y u2t) están independientemente distribuidos.

Los mecanismos de la prueba de Chow son los siguientes:

1. Se estima la regresión (8.7.3), que resulta apropiada si no hay inestabilidad en los paráme-
tros, y se obtiene SCR3 con gl = (n1 + n2 − k), donde k es el número de parámetros estimado, 2 
en este caso. Para el ejemplo, SCR3 = 23 248.30. Se llama a SCR3 la suma de cuadrados resi-
dual restringida (SCRR), pues se obtiene al imponer las restricciones que λ1 = γ1 y λ2 = γ2; es 
decir, las regresiones de los subperiodos no son diferentes.

2. Estime (8.7.1) y obtenga su suma de residuos al cuadrado, SCR1, con gl = (n1 − k). En el 
ejemplo, SCR1 = 1 785.032 y gl = 10.

3. Estime (8.7.2) y obtenga su suma de residuos al cuadrado, SCR2, con gl = (n2 − k). En el 
ejemplo, SCR2 = 10 005.22 y gl = 12.

FIGURA 8.3
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15 Gregory C. Chow, “Tests of Equality Between Sets of Coeffi cients in Two Linear Regressions”, Econome-
trica, vol. 28, núm. 3, 1960, pp. 591-605.
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  257

4. Como los dos conjuntos de muestras se consideran independientes, se pueden sumar 
SCR1 y SCR2 para obtener lo que se puede llamar suma de cuadrados residual no restringida 
(SCRNR), es decir:

SCRNR = SCR1 + SCR2  con gl = (n1 + n2 − 2k)

En el caso presente,

SCRNR = (1 785.032 + 10 005.22) = 11 790.252

5. Ahora bien, la idea que fundamenta la prueba de Chow es que si de hecho no existe un cam-
bio estructural [es decir, las regresiones (8.7.1) y (8.7.2) son esencialmente las mismas], SCRR y 
SCRNR no deben ser estadísticamente diferentes. Por tanto, si formamos la siguiente razón:

 F � (SCRR − SCRNR)/k

(SCRNR)/(n1 + n2 − 2k)
∼ F[k,(n1+n2−2k)] (8.7.4)

Chow demostró que, según la hipótesis nula, las regresiones (8.7.1) y (8.7.2) son (estadística-
mente) iguales (es decir, no hay cambios estructurales ni rupturas), así que la razón F dada antes 
sigue una distribución F con k y (n1 + n2 − 2k) gl en el numerador y denominador, respectiva-
mente.

6. Por tanto, no rechazamos la hipótesis nula de la estabilidad paramétrica (es decir, no hay 
cambio estructural) si el valor F calculado en la aplicación no excede el valor crítico F obtenido 
de la tabla F en el nivel elegido de signifi cancia (o el valor p). En este caso se justifi caría la re-
gresión conjunta (¿restringida?) (8.7.3). Por el contrario, si el valor F calculado excede el valor 
crítico F, rechazamos la hipótesis de la estabilidad paramétrica y concluimos que las regresiones 
(8.7.1) y (8.7.2) son diferentes, en cuyo caso la regresión conjunta (8.7.3) es de dudoso valor, por 
decir lo menos.

De regreso al ejemplo, tenemos que

 
F � (23 248.30 − 11 790.252)/2 

(11 790.252)/22

� 10.69
 (8.7.5)

De las tablas F vemos que para 2 y 22 gl el valor crítico F a 1% es de 7.72. Por tanto, la probabi-
lidad de obtener un valor F igual o mayor que 10.69 es mucho menor que 1%; de hecho, el valor 
p sólo es 0.00057.

La prueba de Chow, por tanto, parece apoyar la anterior conjetura de que la relación ahorro-
ingreso sufrió un cambio estructural en Estados Unidos en el periodo 1970-1995, pues da por 
hecho que se satisfacen las suposiciones subyacentes en la prueba. Diremos más al respecto muy 
pronto.

A propósito, observe que la prueba de Chow se generaliza con facilidad para abarcar casos de 
más de una ruptura estructural. Por ejemplo, si pensamos que la relación ahorro-ingreso cambió 
después de que el presidente Clinton asumió el cargo en enero de 1992, dividimos la muestra en 
tres periodos: 1970-1981, 1982-1991 y 1992-1995, y aplicamos la prueba de Chow. Por supuesto, 
se tendrán cuatro términos SCR, uno para cada subperiodo y otro para todos los datos juntos. 
Pero la lógica de la prueba sigue siendo la misma. Ahora disponemos de los datos para 2007, por 
lo que se puede extender el último periodo hasta ese año.

Se deben tener presente algunas advertencias respecto de la prueba de Chow:

1. Las suposiciones en la prueba deben satisfacerse. Por ejemplo, se debe averiguar si las 
varianzas de los errores en las regresiones (8.7.1) y (8.7.2) son las mismas. Analizaremos pronto 
este punto.
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258  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

2. La prueba de Chow dirá sólo si las dos regresiones (8.7.1) y (8.7.2) son diferentes, pero no 
señalará si la diferencia se debe a los interceptos o a las pendientes, o a ambos. Pero en el capítu-
lo 9, sobre variables dicótomas, veremos cómo responder lo anterior.

3. La prueba de Chow supone que se conoce(n) el(los) punto(s) de ruptura estructural. En el 
ejemplo anterior supusimos que se dio en 1982. No obstante, si no es posible determinar cuándo 
ocurrió en verdad el cambio estructural, habrá que utilizar otros métodos.16

Antes de fi nalizar con el tema de la prueba de Chow y la regresión ahorro-ingreso, examinare-
mos una de las suposiciones implícitas en dicha prueba, a saber, que las varianzas de los errores 
en los dos periodos son las mismas. Como no pueden observarse las verdaderas varianzas de
los errores se pueden obtener sus estimaciones a partir de las SCR dadas en las regresiones 
(8.7.1a) y (8.7.2a), a saber:

 σ̂ 2
1 � SCR1

n1 − 2
� 1 785.032

10
� 178.5032 (8.7.6)

 σ̂ 2
2 � SCR2

n2 − 2
� 10 005.22

14 − 2
� 833.7683 (8.7.7)

Observe que, como hay dos parámetros estimados en cada ecuación, se resta 2 al número de 
observaciones para obtener los gl. Según los supuestos en la prueba de Chow, σ̂ 2

1  y σ̂ 2
2  son estima-

dores insesgados de las verdaderas varianzas de los dos subperiodos. Como resultado, se puede 
probar que si σ̂ 2

1  � σ̂ 2
2 , es decir, las varianzas en las dos subpoblaciones son las mismas (como 

supuso la prueba de Chow), entonces se demuestra que

 
σ̂ 2

1 σ 2
1

σ̂ 2
2 σ 2

2

∼ F(n1−k),(n2−k) (8.7.8)

sigue una distribución F con (n1 − k) y (n2 − k) gl en el numerador y el denominador, respectiva-
mente (para este ejemplo, k = 2), porque sólo hay dos parámetros en cada subregresión.

Por supuesto, si σ̂ 2
1  � σ̂ 2

2 , la prueba F anterior se reduce a calcular

 F � σ̂ 2
1

σ̂ 2
2

 (8.7.9)

Nota: Por convención, se coloca la más grande de las varianzas estimadas en el numerador. (Véase 
el apéndice A para detalles sobre la distribución F y otras distribuciones de probabilidad.)

Si calculamos esta F en una aplicación y la comparamos con el valor crítico F que tenga los 
apropiados gl, podemos decidir rechazar o no la hipótesis nula de que las varianzas en las dos 
subpoblaciones son las mismas. Si no rechazamos la hipótesis nula se puede utilizar la prueba 
de Chow.

De nuevo en la regresión ahorro-ingresos, obtenemos el siguiente resultado:

 F � 833.7683

178.5032
� 4.6701 (8.7.10)

Según la hipótesis nula de la igualdad de las varianzas en las dos subpoblaciones, este valor F 
sigue la distribución F con 12 y 10 gl en el numerador y denominador, respectivamente. (Nota: 
Se puso la mayor de las dos varianzas estimadas en el numerador.) De las tablas F del apéndice 
D se ve que los valores críticos F de 5 y 1% para 12 y 10 gl son 2.91 y 4.71, respectivamente. El 

16 Para un análisis detallado, véase William H. Greene, Econometric Analysis, 4a. ed., Prentice Hall, Englewood 
Cliffs, Nueva Jersey, 2000, pp. 293-297.
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  259

valor calculado F es signifi cativo en el nivel de 5% y es casi signifi cativo en el de 1%. Por tanto, 
la conclusión sería que las varianzas de las dos subpoblaciones no son iguales y, por tanto, en 
sentido estricto, no debemos utilizar la prueba de Chow.

Aquí el propósito fue presentar el procedimiento de la prueba de Chow más común en el tra-
bajo aplicado. Si las varianzas de los errores en las dos subpoblaciones son heteroscedásticas, se 
puede modifi car la prueba de Chow. Pero el procedimiento trasciende el alcance de este libro.17

Otro punto en el que ya hicimos hincapié fue en que la prueba de Chow es sensible a la elec-
ción del tiempo en que los parámetros de la regresión deben cambiarse. En este ejemplo, supu-
simos que el cambio tal vez tuvo lugar en la recesión de 1982. Si hubiésemos supuesto que fue 
en 1981, cuando Ronald Reagan comenzó su mandato, se descubriría que el valor F calculado es 
diferente. De hecho, en el ejercicio 8.34 se pide al lector verifi car esto.

Si no deseamos elegir el punto en el que pudo ocurrir la ruptura de la relación subyacente, ele-
gimos otros métodos, como la prueba residual recursiva. Analizaremos este tema en el capítulo 
13, que trata sobre el análisis de especifi cación del modelo.

8.8 Predicción con regresión múltiple

En la sección 5.10 mostramos que el modelo estimado de regresión con dos variables sirve para 
1) predicción de la media, es decir, predicción puntual sobre la función de regresión poblacional 
(FRP), y también para 2) predicción individual, es decir, predicción de un valor individual de Y, 
dado el valor de la regresora X = X0, donde X0 es el valor numérico específi co de X.

La regresión múltiple estimada también sirve para fi nes similares, y el procedimiento para ha-
cerlo es una extensión directa del caso de dos variables, con excepción de las fórmulas para esti-
mar la varianza y el error estándar de los valores de pronóstico [comparables a (5.10.2) y (5.10.6) 
del modelo con dos variables], las cuales son más bien complejas y se manejan mejor mediante 
los métodos matriciales estudiados en el apéndice C. Por supuesto, la mayoría del software de 
regresión efectúa esto de manera rutinaria, así que no hay necesidad de recurrir a la formulación 
matricial, la cual se da en el apéndice C para benefi cio de los estudiantes con inclinaciones ma-
temáticas. Ahí también se proporciona un ejemplo completo.

*8.9  La tríada de las pruebas de hipótesis: razón de verosimilitud 
(RV), de Wald (W) y del multiplicador de Lagrange (ML)18

En este capítulo y en los anteriores utilizamos, generalmente, las pruebas t, F y ji cuadrada para 
probar diversas hipótesis en el contexto de los modelos de regresión lineal (en parámetros). Pero 
una vez que salimos del cómodo mundo de los modelos de regresión lineal, se necesitan métodos 
para probar hipótesis con los que se manejen modelos de regresión, lineales o no lineales.

Con la conocida tríada de pruebas de verosimilitud, de Wald y del multiplicador de La-
grange se logra este propósito. Lo interesante es que asintóticamente (es decir, en muestras 

* Opcional.
17 Para un estudio de la prueba de Chow con heteroscedasticidad, véase William H. Greene, Econometric 
Analysis, 4a. ed., Prentice Hall, Englewood Cliffs, Nueva Jersey, 2000, pp. 292-293, y Adrian C. Darnell, A 
Dictionary of Econometrics, Edward Elgar, Reino Unido, 1994, p. 51.
18 Véase una exposición sencilla en A. Buse, “The Likelihood Ratio, Wald and Lagrange Multiplier Tests: An 
Expository Note”, American Statistician, vol. 36, 1982, pp. 153-157.
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260  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

grandes) las tres pruebas son equivalentes en cuanto a que la estadística de prueba asociada a 
cada prueba sigue la distribución ji cuadrada.

Aunque estudiaremos la prueba de la razón de verosimilitud en el apéndice de este capítulo, 
en general no utilizaremos este tipo de pruebas en este libro de texto por la razón pragmática 
de que en muestras pequeñas o fi nitas, que son las que, por desgracia, maneja la mayoría de los 
investigadores, bastará la prueba F que hemos visto hasta ahora. Como lo anotan Davidson y 
MacKinnon:

Para modelos de regresión lineal, con errores normales o sin ellos, no hay necesidad de revisar ML, 
W y RV, pues, al hacerlo no se gana información adicional a la contenida en F.19

*8.10  Prueba de la forma funcional de la regresión: 
elección entre modelos de regresión lineal y log-lineal

La selección entre un modelo de regresión lineal (la regresora es una función lineal de las regre-
soras) o un modelo de regresión log-lineal (el logaritmo de la regresora es función de los logarit-
mos de las regresoras) es la eterna pregunta en el análisis empírico. Se puede utilizar una prueba 
propuesta por MacKinnon, White y Davidson, que se denomina, por brevedad, prueba MWD, 
para escoger entre los dos modelos.20

Para ilustrar esta prueba suponga lo siguiente:

H0: Modelo lineal: Y es una función lineal de las regresoras, las X.

H1: Modelo log-lineal: ln Y es función lineal de los logaritmos de las regresoras, los logaritmos 
de las X.

donde, como es usual, H0 y H1 denotan las hipótesis nula y alterna.
La prueba MWD comprende los siguientes pasos:21

Paso I: Estime el modelo lineal y obtenga los valores Y estimados. Llámelos Y ƒ (es decir, Ŷ ).

Paso II: Estime el modelo log-lineal y obtenga los valores ln Y estimados; denomine ln ƒ (es 
decir, ln Y .

Paso III: Obtenga Z1 = (ln Yƒ − ln ƒ ).

Paso IV: Efectúe la regresión de Y sobre las X y Z1 obtenida en el paso III. Rechace H0 si el 
coefi ciente de Z1 es estadísticamente signifi cativo mediante la prueba t usual.

Paso V: Obtenga Z2 = (antilog de ln ƒ − Yƒ).

Paso VI: Efectúe la regresión del logaritmo de Y sobre los logaritmos de las X y Z2. Rechace 
H1 si el coefi ciente de Z2 es estadísticamente signifi cativo mediante la prueba t usual.

Aunque la prueba MWD parece compleja, su lógica es muy simple. Si el modelo lineal es en rea-
lidad el modelo correcto, la variable construida Z1 no debe ser estadísticamente signifi cativa en 
el paso IV, pues en ese caso los valores Y estimados del modelo lineal y los estimados del modelo 
log-lineal (después de obtener sus valores antilog para efectos comparativos) no deben diferir. El 
mismo comentario vale para la hipótesis alterna H1.

* Opcional.
19 Russell Davidson y James G. MacKinnon, Estimation and Inference in Econometrics, Oxford University Press, 
Nueva York, 1993, p. 456.
20 J. Mackinnon, H. White y R. Davidson, “Tests for Model Specifi cation in the Presence of Alternative Hypo-
thesis: Some Further Results”, Journal of Econometrics, vol. 21, 1983, pp. 53-70. Se propone una prueba 
similar en A. K. Bera y C. M. Jarque, “Model Specifi cation Tests: A Simultaneous Approach”, Journal of Econo-
metrics, vol. 20, 1982, pp. 59-82.
21 Este análisis se basa en William H. Greene, ET: The Econometrics Toolkit Version 3, Econometric Software, 
Bellport, Nueva York, 1992, pp. 245-246.
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  261

Consulte el ejercicio 7.16, en el cual se presenta información sobre la demanda de rosas en el 
área metropolitana de Detroit de 1971-III a 1975-II. Para fi nes ilustrativos consideraremos la 
demanda de rosas como función sólo de los precios de las rosas y de los claveles, y dejaremos 
fuera, por el momento, la variable ingreso. Ahora consideremos los siguientes modelos:

Modelo lineal: Yt � α1 + α2X2t + α3X3t + ut (8.10.1)

Modelo log-lineal: lnYt � β1 + β2 lnX2t + β3 lnX3t + ut (8.10.2)

donde Y es la cantidad de rosas por docenas, X2 es el precio promedio de las rosas al mayoreo 
($/docena) y X3 es el precio promedio de los claveles al mayoreo ($/docena). Se espera, a priori, 
que α2 y β2 sean negativos (¿por qué?), y que α3 y β3 sean positivos (¿por qué?). Como se sabe, 
los coefi cientes de pendiente en los modelos log-lineal son coefi cientes de elasticidad.

Los resultados de las regresiones son los siguientes:

Ŷ t � 9 734.2176 − 3 782.1956X2t + 2 815.2515X3t

t � (3.3705) (−6.6069) (2.9712)

F � 21.84 R 2 � 0.77096

 (8.10.3)

ln Yt � 9.2278 − 1.7607 lnX2t + 1.3398 lnX3t

t � (16.2349) (−5.9044) (2.5407)

F � 17.50 R 2 � 0.7292

 (8.10.4)

Como lo indican estos resultados, ambos modelos, el lineal y el log-lineal, parecen ajustarse a la 
información razonablemente bien: los parámetros tienen los signos esperados y los valores t y R2 
son estadísticamente signifi cativos.

Para decidir entre estos modelos con base en la prueba MWD, se prueba primero la hipó-
tesis de que el modelo verdadero es lineal. Luego, según el paso IV de la prueba, obtenemos la 
siguiente regresión:

Ŷ t � 9 727.5685 − 3 783.0623X2t + 2 817.7157X3t + 85.2319Z1t

t � (3.2178) (−6.3337) (2.8366) (0.0207)

F � 13.44 R 2 � 0.7707

 (8.10.5)

Como el coefi ciente de Z1 no es estadísticamente signifi cativo (el valor p del t estimado es 0.98), 
no rechazamos la hipótesis de que el verdadero modelo es lineal.

Suponga que aceleramos el proceso y que el verdadero modelo es log-lineal. Según el paso 
VI de la prueba MWD, obtenemos los siguientes resultados de la regresión:

ln Y t � 9.1486 − 1.9699 ln Xt + 1.5891 ln X2t − 0.0013Z2t

t � (17.0825) (−6.4189) (3.0728) (−1.6612)

F � 14.17 R2 � 0.7798

 (8.10.6)

El coefi ciente de Z2 es estadísticamente signifi cativo en un nivel de signifi cancia de 12% (el valor 
p es 0.1225). Por consiguiente, podemos rechazar la hipótesis de que el verdadero modelo es 
log-lineal en este nivel de signifi cancia. Por supuesto, si utilizamos los niveles de signifi cancia 
convencionales de 1 y 5%, entonces no podemos rechazar la hipótesis de que el verdadero 
modelo es log-lineal. Como muestra este ejemplo, es muy posible que en una situación dada no 
podamos rechazar una u otra de las especifi caciones.

EJEMPLO 8.5
Demanda de rosas
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262  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

Resumen y 
conclusiones

1. En este capítulo se extendieron y refi naron las ideas sobre estimación por intervalos y pruebas 
de hipótesis presentadas en el capítulo 5 en el contexto del modelo de regresión lineal con dos 
variables.

2. En la regresión múltiple, la prueba de signifi cancia individual de un coefi ciente de regresión 
parcial (con la prueba t) y la prueba de la signifi cancia general de la regresión (es decir, H0:
todos los coefi cientes de pendiente parcial son cero o R2 = 0) no son la misma cosa.

3. En particular, encontrar que uno o más coefi cientes de regresión parcial no son estadística-
mente signifi cativos con base en la prueba t individual no signifi ca que todos los coefi cientes 
de regresión parcial (colectivamente) tampoco sean signifi cativos. Esta última hipótesis sólo 
se prueba mediante la prueba F.

4. La prueba F tiene gran versatilidad, pues con ella se pueden probar diversas hipótesis, como 
1) si un coefi ciente de regresión individual es estadísticamente signifi cativo, 2) si todos los 
coefi cientes de pendiente parciales son cero, 3) si dos o más coefi cientes son estadísticamente 
iguales, 4) si los coefi cientes satisfacen algunas restricciones lineales y 5) si el modelo de 
regresión posee estabilidad estructural.

5. Como en el caso de dos variables, el modelo de regresión múltiple sirve para fi nes de predic-
ción de media y/o individual.

Preguntas

 8.1.  Suponga que desea estudiar el comportamiento de las ventas de un producto, por ejemplo, 
automóviles, sobre un número de años, y suponga que alguien sugiere ensayar los siguien-
tes modelos:

   Yt � β0 + β1t

Yt � α0 + α1t + α2t2

   donde Yt = ventas en el tiempo t y t = tiempo, medido en años. El primer modelo postula 
que la variable ventas es una función lineal del tiempo, mientras que el segundo plan-
tea que es función cuadrática del tiempo.

 a) Analice las propiedades de estos modelos.

 b) ¿Cómo decidiría entre los dos modelos?

 c) ¿En qué situaciones sería útil el modelo cuadrático?

 d )  Obtenga información sobre ventas de automóviles en Estados Unidos durante los pasa-
dos 20 años y vea qué modelo se ajusta mejor a los datos.

 8.2.  Demuestre que la razón F de (8.4.16) es igual a la razón F de (8.4.18). (Sugerencia: SCE/
SCT = R2.)

 8.3. Demuestre que las pruebas F de (8.4.18) y (8.6.10) son equivalentes.

 8.4. Justifi que los supuestos en (8.6.11) y (8.6.12).

 8.5. Considere la función de producción Cobb-Douglas

   Y � β1Lβ2 K β3 (1)

   donde Y = producción, L = insumo trabajo y K = insumo capital. Al dividir (1) entre K, 
obtenemos:

   (Y/K ) � β1(L/K )β2 K β2+β3−1 (2)

  Al tomar el logaritmo natural de (2) tenemos:

   ln (Y/K ) � β0 + β2 ln (L/K ) + (β2 + β3 − 1) ln K + ui (3)

EJERCICIOS
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  263

  donde β0 = ln β1.

 a)  Suponga que tenía información para hacer la regresión (3). ¿Cómo probaría la hipóte-
sis de que hay rendimientos constantes a escala, es decir, (β2 + β3) = 1?

 b) De existir rendimientos constantes a escala, ¿cómo interpretaría la regresión (3)?

 c) ¿Hay alguna diferencia si divide (1) entre L en lugar de hacerlo entre K?

 8.6.  Valores críticos de R2 cuando la verdadera R2 = 0. La ecuación (8.4.11) da la relación 
entre F y R2 según la hipótesis de que todos los coefi cientes de pendiente parciales son 
simultáneamente iguales a cero (es decir, R2 = 0). De la misma manera en que podemos 
encontrar el valor F crítico en el nivel de signifi cancia α de la tabla F, es posible encontrar 
el valor R2 crítico a partir de la siguiente relación:

   R2 � (k − 1)F

(k − 1)F + (n − k)

   donde k es el número de parámetros en el modelo de regresión, inclusive el intercepto,
y donde F es el valor F crítico en el nivel de signifi cancia α. Si el R2 observado excede el 
R2 crítico obtenido de la fórmula anterior rechazamos la hipótesis de que el verdadero R2 
es cero.

     Establezca la fórmula anterior y encuentre el valor R2 crítico (para α = 5%) para la 
regresión (8.1.4).

 8.7.  Con base en información anual de los años 1968-1987 se obtuvieron los siguientes resul-
tados de regresión:

    Ŷt � −859.92 + 0.6470X2t − 23.195X3t R2 � 0.9776 (1)

    Ŷt � −261.09 + 0.2452X2t R2 � 0.9388 (2)

   donde Y = gasto de Estados Unidos en bienes importados, miles de millones de dólares 
de 1982, X2 = ingreso personal disponible, miles de millones de dólares de 1982 y X3 = 
variable de tendencia. Cierto o falso: El error estándar de X3 en (1) es 4.2750. Muestre sus 
cálculos. (Sugerencia: Utilice la relación entre R2, F y t.)

 8.8. Suponga que en la regresión

   ln (Yi/X2i ) � α1 + α2 ln X2i + α3 ln X3i + ui

   se conocen los valores de los coefi cientes de regresión y sus errores estándar.* Así, ¿cómo 
estimaría los parámetros y los errores estándar del siguiente modelo de regresión?

   ln Yi � β1 + β2 ln X2i + β3 ln X3i + ui

 8.9. Suponga lo siguiente:

   Yi � β1 + β2 X2i + β3 X3i + β4 X2i X3i + ui

   donde Y es el gasto de consumo personal, X2 es el ingreso personal y X3 es la riqueza per-
sonal.† El término (X2i X3i) se conoce como término de interacción. ¿Qué signifi ca esta 
expresión? ¿Cómo probaría la hipótesis de que la propensión marginal a consumir (PMC) 
(es decir, β2) es independiente de la riqueza del consumidor?

* Adaptado de Peter Kennedy, A Guide to Econometrics, the MIT Press, 3a. ed., Cambridge, Massachusetts, 
1992, p. 310.
† Ibid., p. 327.
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264  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

8.10. Se le dan los siguientes resultados de regresión:

   

Ŷt � 16 899 − 2 978.5X2t R2 � 0.6149

t � (8.5152) (−4.7280)

Ŷt � 9 734.2 − 3 782.2X2t + 2 815X3t R2 � 0.7706

t � (3.3705) (−6.6070) (2.9712)

   ¿Puede encontrar el tamaño de la muestra en la cual se basan estos resultados? (Sugeren-
cia: Recuerde la relación entre los valores de R2, F y t.)

8.11.  Con base en el análisis de pruebas de hipótesis individuales y conjuntas a partir de las 
pruebas t y F, respectivamente, ¿cuáles de las siguientes situaciones son probables?

  1.  Rechazar la nula conjunta con base en el estadístico F, pero no rechazar cada nula por 
separado con base en las pruebas t individuales.

  2.  Rechazar la nula conjunta con base en el estadístico F, rechazar una hipótesis individual 
con base en la prueba t y no rechazar otras hipótesis individuales con base en la prue-
ba t.

  3.  Rechazar la nula conjunta con base en el estadístico F, y rechazar cada hipótesis nula 
por separado con base en pruebas t individuales.

  4.  No rechazar la nula conjunta con base en el estadístico F, y no rechazar cada nula por 
separado con base en las pruebas t individuales.

  5.  No rechazar la nula conjunta con base en el estadístico F, rechazar una hipótesis indivi-
dual con base en una prueba t y no rechazar otras hipótesis individuales con base en la 
prueba t.

  6.  No rechazar la nula conjunta con base en el estadístico F, pero rechazar cada nula por 
separado con base en pruebas t individuales.*

Ejercicios empíricos

8.12. Consulte el ejercicio 7.21.

 a)  ¿Cuáles son las elasticidades del ingreso real y de la tasa de interés de los balances 
reales de efectivo?

 b)  ¿Son las elasticidades anteriores, consideradas en forma individual, estadísticamente 
signifi cativas?

 c) Pruebe la signifi cancia general de la regresión estimada.

 d )  ¿Es la elasticidad del ingreso de la demanda por balances reales de efectivo signifi cati-
vamente diferente de la unidad?

 e) ¿Debe conservarse en el modelo la variable tasa de interés? ¿Por qué?

8.13.  De los datos de 46 estados de Estados Unidos para 1992, Baltagi obtuvo los siguientes 
resultados de regresión:†

   log C � 4.30 − 1.34 log P + 0.17 log Y

ee � (0.91) (0.32) (0.20) R̄2 � 0.27

  donde C = consumo de cigarrillos, paquetes al año
   P = precio real por paquete
   Y = ingreso disponible real per cápita

* Citado de Ernst R. Berndt, The Practice of Econometrics: Classic and Contemporary, Addison-Wesley, Reading, 
Massachusetts, 1991, p. 79.
† Véase Badi H. Baltagi, Econometrics, Springer-Verlag, Nueva York, 1998, p. 111.
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  265

 a)  ¿Cuál es la elasticidad de la demanda para los cigarrillos respecto del precio? ¿Es esta-
dísticamente signifi cativa? Si ése es el caso, ¿es estadísticamente diferente de 1?

 b)  ¿Cuál es la elasticidad del ingreso de la demanda de cigarrillos? ¿Es estadísticamente 
signifi cativa? Si no es así, ¿cuáles serían las razones?

 c) ¿Cómo obtendría R2 de la R2 ajustada dada antes?

8.14.  De una muestra de 209 empresas, Wooldridge obtuvo los siguientes resultados de regre-
sión:*

   log (salario) � 4.32 + 0.280 log (ventas) + 0.0174 rc + 0.00024 rae

ee � (0.32) (0.035) (0.00054)(0.0041)

R2 � 0.283

  donde salario = salario del director general
   ventas = ventas anuales de la empresa
   rc = rendimientos del capital, en porcentaje
   rae = rendimientos de las acciones de la empresa

  y donde las cifras entre paréntesis son los errores estándar estimados.

 a)  Interprete la regresión anterior tomando en cuenta cualesquiera expectativas que tenga 
respecto de los signos de los distintos coefi cientes.

 b)  ¿Cuáles de los coefi cientes son estadísticamente signifi cativos en lo individual, en el 
nivel de 5%?

 c) ¿Cuál es la signifi cancia general de la regresión? ¿Qué pruebas utilizaría? ¿Por qué?

 d )  ¿Puede interpretar los coefi cientes rc y rae como coefi cientes de elasticidad? ¿Por 
qué?

8.15.  Si se supone que Y y X2, X3, . . . , Xk siguen una distribución normal conjunta y que la 
hipótesis nula plantea que las correlaciones parciales poblacionales son individualmente 
iguales a cero, R. A. Fisher demostró que

   t � r1 2.3 4...k
√

n − k − 2

1 − r2
1 2.3 4...k

   sigue la distribución t con n − k − 2 gl, donde k es el coefi ciente de correlación parcial 
de grado k y n es el número total de observaciones. (Nota: r12.3 es un coefi ciente de corre-
lación parcial de primer orden, r1 2.3 4 es un coefi ciente de correlación parcial de segundo 
orden y así sucesivamente.) Consulte el ejercicio 7.2. Si se supone que Y y X2 y X3 siguen 
una distribución normal conjunta, calcule las tres correlaciones parciales r1 2.3, r1 3.2 y r2 3.1, 
y pruebe su signifi cancia según la hipótesis de que las correlaciones poblacionales corres-
pondientes son individualmente iguales a cero.

8.16.  Al estudiar la demanda de tractores agrícolas en Estados Unidos durante los periodos 
1921-1941 y 1948-1957, Griliches† obtuvo los siguientes resultados:

   logYt � constante − 0.519 log X2t − 4.933 log X3t R2 � 0.793

(0.231) (0.477)

* Véase Jeffrey M. Wooldridge, Introductory Econometrics, South-Western Publishing, 2000, pp. 154-155.
† Z. Griliches, “The Demand for a Durable Input: Farm Tractors in the United States, 1921-1957”, en The 
Demand for Durable Goods, Arnold C. Harberger (ed.), The University of Chicago Press, Chicago, 1960, 
tabla 1, p. 192.
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266  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

   donde Yt = valor de las existencias de tractores en las granjas el 1 de enero, en dólares de
1935-1939, X2 = índice de precios pagado por los tractores dividido entre un índice
de precios recibidos por todas las cosechas en el tiempo t − 1, X3 = tasa de interés preva-
lente en el año t − 1, y los errores estándar están dados entre paréntesis.

 a) Interprete la regresión anterior.

 b)  ¿Son los coefi cientes de pendiente estimados estadísticamente signifi cativos de manera 
individual? ¿Son signifi cativamente diferentes de la unidad?

 c)  Utilice la técnica de análisis de varianza para probar la signifi cancia de la regresión en 
general. Sugerencia: Utilice la variante R2 de la técnica ANOVA.

 d ) ¿Cómo calcularía la elasticidad tasa de interés de la demanda de tractores agrícolas?

 e) ¿Cómo probaría la signifi cancia del R2 estimado?

8.17.  Considere la siguiente ecuación de determinación de salarios para la economía británica* 
durante el periodo 1950-1969:

    Ŵt � 8.582 + 0.364(PF)t + 0.004(PF)t−1 − 2.560Ut

(1.129) (0.080) (0.072) (0.658)

R2 � 0.873 gl � 15

  donde W = sueldos y salarios por empleado
  PF = precios del producto fi nal al factor de costo
  U =  desempleo en Gran Bretaña como porcentaje del número total de empleados de
   Gran Bretaña
  t = tiempo

  (Las cifras en paréntesis son los errores estándar estimados.)

 a) Interprete la ecuación anterior.

 b) ¿Son los coefi cientes estimados individualmente signifi cativos?

 c) ¿Cuál es el razonamiento para introducir (PF)t−1?

 d ) ¿Debe eliminarse del modelo la variable (PF)t−1? ¿Por qué?

 e)  ¿Cómo calcularía la elasticidad de sueldos y salarios por empleado respecto de la tasa 
de desempleo U?

8.18.  Una variación de la ecuación de determinación de salarios del ejercicio 8.17 es la si-
guiente:†

  Ŵt � 1.073 + 5.288Vt − 0.116Xt + 0.054Mt + 0.046Mt−1

(0.797) (0.812) (0.111) (0.022) (0.019)

R2 � 0.934 gl � 14

  donde W = sueldos y salarios por empleado
   V =  empleos vacantes como porcentaje del número total de empleados en Gran
    Bretaña
   X = producto interno bruto por persona empleada
   M = precios de importaciones

   Mt−1 = precios de importaciones en el año anterior (o rezagado)

  (Los errores estándar estimados están dados entre paréntesis.)

* Tomado de Prices and Earnings in 1951-1969: An Econometric Assessment, Departamento de Empleo, 
HMSO, 1971, ecuación (19), p. 35.
† Ibid., ecuación (67), p. 37.
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  267

 a) Interprete la ecuación anterior.

 b)  ¿Cuáles de los coefi cientes estimados son estadísticamente signifi cativos individual-
mente?

 c)  ¿Cuál es el razonamiento para la introducción de la variable X? A priori, ¿se espera que 
el signo de X sea negativo?

 d ) ¿Cuál es el propósito de incluir Mt y Mt−1 en el modelo?

 e) ¿Cuáles variables pueden sacarse del modelo? ¿Por qué?

 f ) Pruebe la signifi cancia general de la regresión observada.

8.19.  Para la función de demanda de pollos estimada en (8.6.24), ¿es la elasticidad ingreso esti-
mada igual a 1? ¿Es la elasticidad precio igual a  −1?

8.20.  Para la función de demanda (8.6.24), ¿cómo probaría la hipótesis de que la elasticidad 
ingreso es igual en valor pero opuesta en signo a la elasticidad precio de la demanda? 
Muestre los cálculos necesarios. (Nota: cov β̂2, β̂3] = −0.00142.)

8.21.  Consulte la función de demanda de rosas del ejercicio 7.16. Centre su atención en la espe-
cifi cación logarítmica.

 a)  ¿Cuál es la elasticidad precio-propio de la demanda estimada (es decir, la elasticidad 
respecto del precio de las rosas)?

 b) ¿Es estadísticamente signifi cativa?

 c) De ser así, ¿es signifi cativamente diferente de la unidad?

 d )  A priori, ¿cuáles son los signos esperados de X3 (precio de los claveles) y X4 (ingreso)? 
¿Corresponden los resultados empíricos a estas expectativas?

 e)  Si los coefi cientes de X3 y X4 no son estadísticamente signifi cativos, ¿cuáles pueden ser 
las razones?

8.22. Consulte el ejercicio 7.17, relacionado con la actividad de exploración de pozos.

 a)  ¿Es cada uno de los coefi cientes de pendiente estimados estadísticamente signifi cativo 
individualmente en el nivel de 5%?

 b) ¿Rechazaría la hipótesis de que R2 = 0?

 c)  ¿Cuál es la tasa de crecimiento instantánea de la actividad de exploración durante el 
periodo 1948-1978? ¿Cuál es la tasa de crecimiento compuesta correspondiente?

8.23.  Consulte los resultados de la regresión de los gastos de presupuesto de defensa de Estados 
Unidos estimada en el ejercicio 7.18.

 a) Comente, en términos generales, los resultados de regresión estimados.

 b)  Prepare la tabla ANOVA y pruebe la hipótesis de que todos los coefi cientes de pen-
diente parciales son iguales a cero.

8.24.  La siguiente función se conoce como la función de producción trascendental (FPT), 
generalización de la conocida función de producción Cobb-Douglas:

   Yi � β1Lβ2 kβ3 eβ4 L+β5 K

  donde Y = producción, L = insumo trabajo y K = insumo capital.
    Después de tomar logaritmos y de sumar el término de perturbación estocástico, obtene-

mos la FPT estocástica como

   ln Yi � β0 + β2 ln Li + β3 ln Ki + β4Li + β5 Ki + ui

  donde β0 = ln β1.

 a) ¿Cuáles son las propiedades de esta función?

 b)  Para reducir la FPT a la función de producción Cobb-Douglas, ¿cuáles deben ser los 
valores de β4 y β5?
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268  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

 c)  Si tuviera la información, ¿cómo haría para encontrar la forma en la que la FPT se 
reduce a la función de producción Cobb-Douglas? ¿Qué procedimiento de prueba uti-
lizaría?

 d )  Verifi que si la FPT se ajusta a los datos de la tabla 8.8. Muestre sus cálculos.

8.25.  Precios de energía y formación de capital: Estados Unidos, 1948-1978. Para probar la 
hipótesis de que un aumento en el precio de la energía relativo a la producción provoca 
un descenso en la productividad del capital existente y de los recursos laborales, John A. 
Tatom estimó la siguiente función de producción para Estados Unidos, durante el periodo 
trimestral 1948-I a 1978-II:*

   ln (y/k) � 1.5492 + 0.7135 ln (h/k) − 0.1081 ln (Pe/P)

(16.33) (21.69) (−6.42)

+ 0.0045t R2 � 0.98

(15.86)

  donde y = producción real en el sector de negocios privado
   k = una medida del fl ujo de servicios de capital
   h = horas por persona en el sector de negocios privado
   Pe = índice de precios al productor para combustible y productos relacionados
   P = defl actor de precios del sector de negocios privado
   t = tiempo

  Los números en paréntesis son los estadísticos t.

 a) ¿Apoyan los resultados la hipótesis del autor?

 b)  Entre 1972 y 1977, el precio relativo de la energía (Pe/P) aumentó 60%. A partir de la 
regresión estimada, ¿cuál es la pérdida en productividad?

 c)  Después de permitir los cambios en (h/k) y (Pe/P), ¿cuál fue la tendencia de la tasa de 
crecimiento de la productividad durante el periodo muestral?

 d ) ¿Cómo interpreta el valor del coefi ciente de 0.7135?

 e)  ¿El hecho de que cada coefi ciente de pendiente parcial estimado sea estadísticamente 
signifi cativo en el nivel individual (¿por qué?) signifi ca que podemos rechazar la hipó-
tesis de que R2 = 0? ¿Por qué?

8.26.  La demanda de cable. La tabla 8.10 presenta los datos de un fabricante de cable telefó-
nico para pronosticar las ventas a uno de sus principales clientes durante el periodo 1968-
1983.†

   Las variables en la tabla se defi nen de la siguiente forma:

   Y = ventas anuales en millones de pies de cables pareados (MPC)
   X2 = Producto Interno Bruto (PIB), $, miles de millones
   X3 = construcción de nuevas viviendas, miles de unidades
   X4 = tasa de desempleo, %
   X5 = tasa preferencial rezagada 6 meses

   X6 = ganancias de línea para el cliente, %

* Consulte “Energy Prices and Capital Formation: 1972-1977”, Review, Banco de la Reserva Federal de 
St. Louis, vol. 61, núm. 5, mayo de 1979, p. 4.
† El autor agradece a Daniel J. Reardon por recopilar y procesar los datos.
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  269

  Considere el siguiente modelo:

   Yi � β1 + β2 X2t + β3 X3t + β4 X4t + β5 X5t + β6 X6t + ut

 a) Estime la regresión anterior.

 b) ¿Cuáles son los signos esperados para los coefi cientes de este modelo?

 c) ¿Corresponden los resultados empíricos a las expectativas a priori?

 d )  ¿Son los coefi cientes de regresión parcial estimados estadísticamente signifi cativos 
considerados en forma individual en el nivel de 5% de signifi cancia?

 e)  Suponga que efectúa la regresión de Y sobre X2, X3 y X4 solamente y luego decide 
agregar las variables X5 y X6. ¿Cómo averiguará si se justifi ca agregar las variables X5 
y X6? ¿Qué prueba utiliza? Muestre los cálculos necesarios.

8.27. Marc Nerlove estimó la siguiente función de costo para la generación de electricidad:*

   Y � AXβ Pα1 Pα2 Pα3 u (1)

   donde Y = costo total de producción
   X = producción en horas kilowatt
   P1 = precio del insumo trabajo
   P2 = precio del insumo capital
   P3 = precio del combustible
   u = término de perturbación

* Marc Nerlove, “Returns to Scale in Electric Supply”, en Carl Christ (ed.), Measurement in Economics, Stan-
ford University Press, Palo Alto, California, 1963. La notación cambió.

Año X2,
PIB

X3,
construcción

de nuevas 
viviendas

X4,
desempleo

%

X5,
tasa 

preferencial, 
rezago
6 meses

X6,
ganancias

línea cliente,
%

Y,
ventas
anuales
(MPF)

1968 1 051.8 1 503.6 3.6  5.8 5.9 5 873
1969 1 078.8 1 486.7 3.5  6.7 4.5 7 852
1970 1 075.3 1 434.8 5.0  8.4 4.2 8 189
1971 1 107.5 2 035.6 6.0  6.2 4.2 7 497
1972 1 171.1 2 360.8 5.6  5.4 4.9 8 534
1973 1 235.0 2 043.9 4.9  5.9 5.0 8 688
1974 1 217.8 1 331.9 5.6  9.4 4.1 7 270
1975 1 202.3 1 160.0 8.5  9.4 3.4 5 020
1976 1 271.0 1 535.0 7.7  7.2 4.2 6 035
1977 1 332.7 1 961.8 7.0  6.6 4.5 7 425
1978 1 399.2 2 009.3 6.0  7.6 3.9 9 400
1979 1 431.6 1 721.9 6.0 10.6 4.4 9 350
1980 1 480.7 1 298.0 7.2 14.9 3.9 6 540
1981 1 510.3 1 100.0 7.6 16.6 3.1 7 675
1982 1 492.2 1 039.0 9.2 17.5 0.6 7 419
1983 1 535.4 1 200.0 8.8 16.0 1.5 7 923 

TABLA 8.10 Variables de regresión
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270  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

   En teoría, se espera que la suma de las elasticidades del precio sea igual a la unidad, es 
decir, (α1 + α2 + α3) = 1. Pero al imponer esta restricción, la función de costos anterior se 
escribe como

   (Y/P3) � AXβ( P1/P3)α1 ( P2/P3)α2 u (2)

   En otras palabras, (1) es una función de costo no restringida y (2) es una función de costo 
restringida.

    Con base en una muestra de 29 empresas de tamaño mediano y después de realizar la 
transformación logarítmica, Nerlove obtuvo los siguientes resultados de la regresión:

    
ln Yi � −4.93 + 0.94 ln Xi + 0.31 ln P1

ee � (1.96) (0.11) (0.23)

−0.26 ln P2 + 0.44 ln P3

(0.29) (0.07) SCR � 0.336

 (3)

    ln (Y/P3) � −6.55 + 0.91 ln X + 0.51 ln (P1/P3) + 0.09 ln (P2/P3)

ee � (0.16) (0.11) (0.19) (0.16) SCR � 0.364

   (4)

 a) Interprete las ecuaciones (3) y (4).

 b)  ¿Cómo averiguaría si la restricción (α1 + α2 + α3) = 1 es válida? Muestre sus cálcu-
los.

8.28.  Estimación del modelo de asignación de precios de activos de capital (CAPM). En la sec-
ción 6.1 consideramos brevemente el conocido modelo de asignación de precios de activos 
de capital de la teoría moderna de portafolios. En el análisis empírico, el CAPM se estima 
en dos etapas.

   Etapa I (Regresión de serie de tiempo). Para cada uno de los N títulos incluidos en la 
muestra efectuamos la siguiente regresión a través del tiempo:

   R it � α̂i + β̂i Rmt + eit (1)

   donde Rit y Rmt son las tasas de rendimiento del i-ésimo título y el portafolios del mercado 
(por ejemplo, el S&P 500) en el año t; βi, como ya vimos, es el coefi ciente beta o coefi -
ciente de volatilidad del mercado del i-ésimo título y eit son los residuos. En total hay N 
regresiones, una para cada título, y se producen, por consiguiente, N valores estimados 
para βi.

   Etapa II (Regresión transversal). En esta etapa efectuamos la siguiente regresión para 
los N títulos:

   R̄ i � γ̂1 + γ̂2β̂i + ui (2)

   donde R̄ i es el promedio o tasa media de rendimiento para el título i, calculado sobre el 
periodo muestral cubierto por la etapa I, β̂i es el coefi ciente beta estimado de la regresión 
de la primera etapa y ui es el término residual.

    Al comparar la regresión (2) de la segunda etapa con el CAPM, ecuación (6.1.2), escrita 
como

   ERi � rf + βi (ERm − rf ) (3)

   donde rf es la tasa de rendimiento libre de riesgo, vemos que γ̂1 es una estimación de rf 
y es γ̂2 una estimación de (ERm − rf ), la prima del riesgo del mercado.
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Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  271

    Así, en la prueba empírica de CAPM, R̄ i y β̂i se utilizan como estimadores de ERi y βi 
respectivamente. Ahora, si se mantiene CAPM, estadísticamente,

   γ̂1 � rf

γ̂2 � Rm − rf , el estimador de (ERm − rf )

   Considere ahora otro modelo:

   R̄ i � ˆ ˆγ1 + γ2β̂i + γ̂3s2
ei

+ ui (4)

   donde s2
ei
 es la varianza residual del i-ésimo título de la regresión de la primera etapa. En-

tonces, si CAPM es válido, γ̂3 no debe ser signifi cativamente diferente de cero.
    Para probar el CAPM, Levy efectuó las regresiones (2) y (4) sobre una muestra de 101 

acciones durante el periodo 1948-1968 y obtuvo los siguientes resultados:*

   

ˆ̄Ri � 0.109 + 0.037βi

(0.009) (0.008)

t � (12.0) (5.1) R2 � 0.21

 (2)’

   

ˆ̄Ri � 0.106 + 0.0024β̂i + 0.201s2
ei

(0.008) (0.007) (0.038)

t � (13.2) (3.3) (5.3) R2 � 0.39

 (4)’

 a) ¿Apoyan estos resultados el CAPM?

 b)  ¿Se justifi ca agregar la variable s2
ei
 al modelo? ¿Cómo sabe?

 c)  Si el CAPM se mantiene, γ̂1 en (2)′ debe aproximar el valor promedio de la tasa libre 
de riesgo rf. El valor estimado es 10.9%. ¿Parece una estimación razonable de la tasa de
rendimiento libre de riesgo durante el periodo de observación, 1948-1968? (Se pue-
de considerar la tasa de rendimiento de los bonos del Tesoro o de un activo libre de 
riesgo relativamente parecido.)

 d )  Si el CAPM se mantiene, la prima de riesgo del mercado ( R̄ m − r f ) de (2)′ es cerca de 
3.7%. Si se supone que rf es 10.9%, esto implica que R̄m para el periodo de la muestra 
fue aproximadamente 14.6%. ¿Parece una estimación razonable?

 e) ¿Qué puede decir sobre el CAPM en general?

8.29.  Consulte el ejercicio 7.21c. Ahora que ya cuenta con las herramientas necesarias, ¿cuál(es) 
prueba(s) utilizaría(n) para elegir entre los dos modelos? Muestre los cálculos necesarios. 
Observe que las variables dependientes en los dos modelos son distintas.

8.30.  Consulte el ejemplo 8.3. Utilice la prueba t, como se muestra en (8.6.4), para averiguar
si hubo rendimientos constantes a escala en la economía mexicana para el periodo de 
estudio.

8.31.  Vuelva al ejemplo de la mortalidad infantil que estudiamos en diversas ocasiones. La re-
gresión (7.6.2) se llevó a cabo para la mortalidad infantil (MI) sobre el PIB per cápita 
(PIBPC) y la tasa de alfabetización de las mujeres (TAM). Ahora extienda este modelo 

* H. Levy, “Equilibrium in an Imperfect Market: A Constraint on the Number of Securities in the Portfolio”, 
American Economic Review, vol. 68, núm. 4, septiembre de 1978, pp. 643-658.
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272  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

para incluir la tasa de fecundidad total (TFT). Los datos de todas estas variables ya se 
dieron en la tabla 6.4. Reproducimos la regresión (7.6.2) y presentamos los resultados del 
modelo de regresión extendido:

  1. MI

MI

i � 263.6416 − 0.0056 PIBPCi − 2.2316 TAMi

ee � (11.5932) (0.0019) (0.2099) R2 � 0.7077

2. i � 168.3067 − 0.0055 PIBPCi − 1.7680 TAMi + 12.8686 TFTi

ee � (32.8916) (0.0018) (0.2480) (?)

R2 � 0.7474

 a)  ¿Cómo interpretaría el coefi ciente de TFT? A priori, ¿esperaría una relación positiva o 
negativa entre MI y TFT? Justifi que su respuesta.

 b)  ¿Los valores de los coefi cientes de PIBPC y TFT cambiaron entre ambas ecuaciones? 
Si así fue, ¿cuál(es) sería(n) la(s) razón(razones) de ese cambio? ¿La diferencia que se 
observa es estadísticamente signifi cativa? ¿Qué prueba utilizaría y por qué?

 c)  ¿Cómo elegiría entre los modelos 1 y 2? ¿Qué prueba estadística emplearía para res-
ponder esta pregunta? Muestre los cálculos necesarios.

 d )  No se ha proporcionado el error estándar del coefi ciente de TFT. ¿Puede calcularlo? 
(Sugerencia: Recuerde la relación entre las distribuciones t y F.)

8.32.  Consulte el ejercicio 1.7, en el que se dieron datos sobre los impactos publicitarios que se 
recuerdan y los gastos publicitarios para una muestra de 21 empresas. En el ejercicio 5.11 
se pidió grafi car esos datos y elaborar un modelo apropiado sobre la relación entre dichas 
variables. Con Y como los impactos publicitarios recordados y X el gasto publicitario, se 
obtuvieron las siguientes regresiones:

    Modelo I: Ŷi � 22.163 + 0.3631Xi

ee � (7.089) (0.0971) r2 � 0.424

Modelo II: Ŷi � 7.059 + 1.0847Xi − 0.0040X2
i

ee � (9.986) (0.3699) (0.0019) R2 � 0.53

 a) Interprete ambos modelos

 b) ¿Cuál es el mejor modelo y por qué?

 c) ¿Qué prueba(s) estadística(s) utilizaría para elegir entre los dos modelos?

 d )  ¿Hay “rendimientos decrecientes” del gasto publicitario?, es decir, ¿después de un de-
terminado nivel de gasto publicitario (el nivel de saturación) ya no conviene gastar en 
publicidad? ¿Puede descubrir cuál sería ese nivel de gasto? Muestre los cálculos nece-
sarios.

8.33.  En la regresión (7.9.4) presentamos los resultados de la función de producción Cobb-Dou-
glas ajustados al sector manufacturero de los 50 estados de Estados Unidos y Washington, 
D.C., para 2005. Con base en esa regresión determine si hay rendimientos constantes a 
escala en ese sector, mediante:

 a)  La prueba t dada en (8.6.4). La covarianza entre los dos estimadores de pendiente es 
−0.03843.

 b) La prueba F dada en (8.6.9).

 c)  ¿Existe alguna diferencia en los resultados de estas dos pruebas? ¿Cuál es su conclu-
sión respecto de los rendimientos a escala en el sector manufacturero de los 50 estados 
y Washington, D.C., en el periodo de muestra?

09_Maq. Cap. 08_Gujarati.indd   27209_Maq. Cap. 08_Gujarati.indd   272 12/19/09   11:08:12 PM12/19/09   11:08:12 PM

US
O 
DI
DÁ
CT
IC
O



Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  273

8.34.  Reconsidere la regresión ahorro-ingreso de la sección 8.7. Suponga que dividimos la 
muestra en dos periodos: 1970-1982 y 1983-1995. Mediante la prueba de Chow determine 
si existe un cambio estructural en la regresión ahorro-ingreso para los dos periodos. Al 
comparar los resultados con los obtenidos en la sección 8.7, ¿qué conclusiones generales 
deduce respecto de la sensibilidad de la prueba de Chow a la elección del punto crítico que 
divide la muestra en dos (o más) periodos?

8.35.  Consulte el ejercicio 7.24 y los datos de la tabla 7.12 relativos a cuatro variables económi-
cas en Estados Unidos durante el periodo 1947-2000.

 a)  Con base en la regresión del gasto de consumo sobre el ingreso real, la riqueza real 
y la tasa de interés real, averigüe qué coefi cientes de regresión son estadísticamente 
signifi cativos, en lo individual, en el nivel de signifi cancia de 5%. ¿Los signos de los 
coefi cientes estimados concuerdan con la teoría económica?

 b)  Con base en los resultados de a), ¿cómo estimaría las elasticidades del ingreso, riqueza 
y tasa de interés? ¿Qué información adicional, si acaso, necesita para calcular las elas-
ticidades?

 c)  ¿Cómo probaría la hipótesis de que las elasticidades del ingreso y la riqueza son igua-
les? Muestre los cálculos necesarios.

 d )  Suponga que en lugar de la función lineal de consumo que estimó en a), hace la re-
gresión del logaritmo del gasto de consumo sobre los logaritmos del ingreso y de la 
riqueza y la tasa de interés. Obtenga los resultados de la regresión. ¿Cómo interpretaría 
estos resultados?

 e)  ¿Cuáles son las elasticidades del ingreso y la riqueza estimadas en d )? ¿Cómo inter-
preta el coefi ciente de la tasa de interés estimado en d )?

 f )  En la regresión realizada en d ), ¿pudo haber usado el logaritmo de la tasa de interés en 
lugar de la tasa de interés? ¿Por qué?

 g) ¿Cómo compara las elasticidades estimadas en b) y en d )?

 h) Entre los modelos de regresión estimados en a) y d ), ¿cuál preferiría? ¿Por qué?

 i)  Suponga que en lugar de estimar el modelo dado en d ), sólo hace la regresión del lo-
garitmo del gasto de consumo sobre el logaritmo del ingreso. ¿Cómo decidiría si vale 
la pena agregar el logaritmo de la riqueza al modelo? ¿Y cómo decidiría si vale la pena 
agregar tanto el logaritmo de la riqueza como la tasa de interés al modelo? Muestre los 
cálculos necesarios.

8.36.  Consulte la sección 8.8 y los datos de la tabla 8.9 relativos al ingreso personal disponible y 
el ahorro personal durante el periodo 1970-1995. En esa sección se introdujo la prueba de 
Chow para ver si ocurría un cambio estructural dentro de los datos entre dos periodos. La 
tabla 8.11 incluye datos actualizados con los valores de 1970-2005. Según el National Bu-
reau of Economic Research, el ciclo de contracción del sector empresarial estadounidense 
más reciente terminó a fi nales de 2001. Divida los datos en tres secciones: 1) 1970-1981, 
2) 1982-2001 y 3) 2002-2005.

 a)  Estime tanto el modelo correspondiente al conjunto completo de datos (años 1970-
2005) como el correspondiente a la tercera sección (a partir de 2002). Use la prueba 
de Chow para determinar si existe una ruptura signifi cativa entre el tercer periodo y el 
conjunto completo de datos.

 b)  Con los nuevos datos de la tabla 8.11 determine si todavía existe diferencia signifi ca-
tiva entre el primer grupo de años (1970-1981) y el conjunto completo de datos ahora 
que dispone de más observaciones.

 c)  Ejecute la prueba de Chow con el periodo intermedio (1982-2001) en relación con el 
conjunto completo de datos para ver si los datos de este periodo muestran diferencias 
signifi cativas respecto del resto de los datos.
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274  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

Prueba de la razón de verosimilitud (RV)
La prueba de la RV se basa en el principio de máxima verosimilitud (MV) estudiado en el apéndice 4A, en 
el cual se muestra la forma de obtener los estimadores de MV del modelo de regresión con dos variables. 
Ese principio puede extenderse directamente al modelo de regresión múltiple. Conforme al supuesto de que 
las perturbaciones ui están normalmente distribuidas, se muestra que para el modelo de regresión con dos 
variables los estimadores de MCO y MV de los coefi cientes de regresión son idénticos, pero las varianzas 

TABLA 8.11
Ahorro e ingreso per-
sonal disponible (miles 
de millones de dólares), 
Estados Unidos, 
1970-2005 (miles de mi-
llones de dólares, salvo 
que se indique otra cosa; 
datos trimestrales con 
tasas anuales ajustadas 
por estacionalidad)

Fuente: Department of 
Commerce, Bureau of Economic 
Analysis.

Año IngresoAhorro

7.5375.960791
8.1086.081791
1.9682.772791
3.8797.2013791
6.17016.3114791
4.78116.5215791
5.20313.2216791
7.53413.5217791
3.80615.2418791
5.39711.9519791
0.90024.1020891
1.64223.4421891
2.12428.0722891
4.80626.3323891
0.21928.4134891
3.90130.0825891
1.58234.8626891
3.85434.1427891
7.84739.2728891
7.12041.7829891
8.58244.9920991
3.46442.4231991
4.15740.6632991
9.11940.4823991
8.15155.9424991
2.80459.0525991
5.88654.8226991
8.88953.8127991
9.59368.6728991
0.59666.8519991
0.49175.8610002
8.68473.2311002
1.03877.4812002
5.26189.4713002
6.18683.4714002
1.63098.435002

*Apéndice 8A2

* Opcional.

09_Maq. Cap. 08_Gujarati.indd   27409_Maq. Cap. 08_Gujarati.indd   274 12/19/09   11:08:13 PM12/19/09   11:08:13 PM

US
O 
DI
DÁ
CT
IC
O



Capítulo 8  Análisis de regresión múltiple: el problema de la inferencia  275

del error estimado son diferentes. El estimador de MCO de σ 2 es û2
i /(n − 2), pero el estimador MV es 

û2
i /n, el primero insesgado y el último sesgado, aunque en muestras grandes el sesgo tiende a desapa-

recer.
Sucede lo mismo en la regresión múltiple. Para ilustrar lo anterior considere el modelo de regresión de 

tres variables:

 Yi � β1 + β2 X2i + β3 X3i + ui (1)

Correspondiente a la ecuación (5) del apéndice 4A, el logaritmo de la función de verosimilitud para el 
modelo (1) se expresa así:

 ln FV � −n

2
ln (σ 2) − n

2
ln (2π) − 1

2σ 2
(Yi − β1 − β2 X2i − β3 X3i )

2 (2)

Como se muestra en el apéndice 4A, al diferenciar esta función respecto de β1, β2, β3 y σ 2, igualar la expre-
sión resultante a cero y resolver, se obtienen los estimadores de MV de tales estimadores. Los estimadores 
de MV de β1, β2 y β3 serán idénticos a los estimadores de MCO, que ya se dieron en las ecuaciones (7.4.6) 
a (7.4.8), pero la varianza del error será diferente, pues la suma de cuadrados residual (SCR) estará dividida 
por n, en vez de (n − 3), como en el caso de MCO.

Ahora, supongamos que la hipótesis nula H0 es que β3, el coefi ciente de X3, es cero. En este caso, el log 
FV dado en (2) se convierte en

 ln FV � −n

2
ln (σ 2) − n

2
ln (2π) − 1

2σ 2
(Yi − β1 − β2 X2i )

2 (3)

La ecuación (3) se conoce como el logaritmo de la función de verosimilitud restringida (LFVR) por esti-
marse con la restricción de que a priori β3 es cero, mientras que la ecuación (2) se conoce como el logaritmo 
de la función de verosimilitud no restringida (LFVNR), porque no se impusieron restricciones a priori 
sobre los parámetros. Para probar la validez de la restricción a priori de que β3 es cero, la prueba de la RV 
produce el siguiente estadístico de prueba:

 λ = 2(LFVNR − LFVR)  (4)*

donde LFVNR y LFVR son el logaritmo de la función de verosimilitud no restringida [ecuación (2)] y el 
logaritmo de la función de verosimilitud restringida [ecuación (3)], respectivamente. Si el tamaño de la 
muestra es grande, puede demostrarse que el estadístico de prueba λ dado en (4) sigue una distribución ji 
cuadrada (χ2) con un número de gl igual al número de restricciones impuestas según la hipótesis nula, 1 en 
el presente caso.

La idea básica de la prueba de la RV es simple: si la(s) restricción(restricciones) a priori e (son) válida(s), 
los (log) FV restringida y no restringida no deben ser diferentes, en cuyo caso λ en (4) será cero. Pero si ése 
no es el caso, las dos FV divergirán. Como cuando la muestra es grande λ sigue una distribución ji cuadrada, 
es posible averiguar si la divergencia es estadísticamente signifi cativa, por ejemplo, en un nivel de signifi -
cancia de 1 o 5%. O de lo contrario, podemos encontrar el valor p de la λ estimada.

Ilustremos la prueba de la RV con el ejemplo de mortalidad infantil. Si se hace la regresión de la morta-
lidad infantil (MI) sobre el PIB per cápita (PIBPC) y la tasa de alfabetización de las mujeres (TAM), como 
en (8.1.4), obtenemos una LFVNR de −328.1012, pero si sólo hacemos la regresión de MI sobre PIBPC, 
obtenemos una LFVR de −361.6396. En valor absoluto (es decir, sin considerar los signos), el primero es 
menor que el segundo, lo cual tiene sentido, pues tenemos una variable adicional en el primer modelo.

La cuestión ahora es si vale la pena añadir la variable TAM. Si no es así, los logaritmos de FV restrin-
gida y FV no restringida no diferirán mucho, pero, en caso contrario, los logaritmos de las FV serán muy 
distintos. Para apreciar si esta diferencia es estadísticamente signifi cativa, utilizaremos la prueba de la RV 
dada en (4), lo cual origina:

λ = 2[−328.1012 − (−361.6396)] = 67.0768

* Esta expresión también se expresa como −2(LFVR − LFVNR) o −2 ln(FVR/FVNR).
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276  Parte Uno  Modelos de regresión uniecuacionales

Asintóticamente, su distribución es igual a la ji cuadrada con 1 gl (porque sólo se tiene una restricción im-
puesta cuando se omite la variable TAM del módulo completo). El valor p de obtener tal valor ji cuadrada 
para 1 gl es casi cero, lo cual lleva a la conclusión de que la variable TAM no debe excluirse del modelo. En 
otras palabras, la regresión restringida en el presente ejemplo no es válida.

Si SCRR y SCRNR representan las sumas de cuadrados residuales restringida y no restringida, la ecua-
ción (4) también se expresa como:

 −2 ln λ = n(ln SCRR − ln SCRNR)  (5)

que está distribuida como χ2 con r grados de libertad, donde r es el número de restricciones impuestas al 
modelo (es decir, el número de coefi cientes r omitidos del modelo original).

Aunque no es posible estudiar en detalle las pruebas de Wald y MV, estas pruebas pueden aplicarse como 
sigue:

 Estadístico de Wald (W) � (n − k)(SCRR − SCRNR)

SCRNR
∼ χ2

r  (6)

 Estadístico del multiplicador de Lagrange (ML) � (n − k + r)(SCRR − SCRNR)

SCRR
∼ χ2

r  (7)

donde k es el número de regresoras en el modelo sin restricciones y r es el número de restricciones.
Como puede observar en las ecuaciones anteriores, las tres pruebas son asintóticamente (es decir, en 

muestras grandes) equivalentes: producen respuestas similares. Sin embargo, las respuestas pueden diferir 
en muestras pequeñas. Existe una relación interesante entre estos estadísticos en que se puede demostrar 
que:

W ≥ RV ≥ ML

Por tanto, en muestras pequeñas, se puede rechazar una hipótesis con el estadístico de Wald, pero no con el 
estadístico del ML.*

Como se señaló en el texto, para casi todos los propósitos de este estudio bastan las pruebas t y F. Pero 
las tres pruebas analizadas antes tienen aplicabilidad general en el sentido de probar hipótesis no lineales en 
modelos lineales, o probar restricciones sobre matrices de varianza-covarianza. También pueden aplicarse 
en situaciones donde no se sostiene el supuesto de que los errores están distribuidos normalmente.

Debido a la complejidad matemática de las pruebas de Wald y ML, no profundizaremos más  aquí. Pero, 
como se anotó, asintóticamente las pruebas RV, Wald y ML producen respuestas idénticas; la elección entre 
una u otra prueba depende de la conveniencia computacional.

* Para una explicación, véase G.S. Maddala, Introduction to Econometrics, 3a. ed., John Wiley & Sons, Nueva 
York, 2001, p. 177.
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